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1 Mengen, Zahlen und Gleichungen - das Handwerkszeug der Mathematik

Bevor wir richtig in die Mathematik einsteigen, verschaffen wir uns einen
Uberblick {iber Mengen und Zahlen, die Grundbausteine der Mathematik.
Viele der Begriffe, die wir im Folgenden besprechen werden, sind dem Le-
ser sicher schon aus der Schule bekannt. Nachdem wir diese Grundlagen
wiederholt haben, wenden wir uns den Gleichungen zu. Wir diskutieren
grundlegende Losungsverfahren und zeigen, wie man haufig auftretende
Probleme umschiffen kann. Im Anschluss daran untersuchen wir, wie sich
Ungleichungen l6sen lassen.

1.1 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von
Objekten

In der Alltagssprache benutzen wir hdufig den Begriff ,,Menge*
— jemand hat eine Menge Zeit, Geld oder auch Arger. Umso
erstaunlicher ist es, dass der Begriff der Menge mathematisch
gar nicht so einfach zu fassen ist.

Definition

Eine Menge ist eine Zusammenfassung unterscheidbarer
Objekte zu einer Gesamtheit. Die Objekte, aus denen eine
Menge besteht, heilen Elemente der Menge.

Bei den Elementen wird man in der Mathematik in erster Linie
an Zahlen denken, aber natiirlich konnen Mengen in der Pra-
xis aus vollig beliebigen Objekten bestehen. Diese Elemente
konnen sogar selbst auch wieder Mengen sein. So kdnnen wir
beispielsweise von der Menge der Personen in einem Horsaal
(die Elemente sind hier einzelne Menschen) sprechen oder von
der Menge der Mannschaften in der FuB3ball-Bundesliga (die
Elemente sind hier Teams, die ihrerseits wieder als Mengen von
Einzelpersonen aufgefasst werden kdnnen).

Diese intuitive, naive Festlegung des Mengenbegriffs geht auf
Georg Cantor (1845-1918) zuriick. Sie ist zwar einfach, birgt
aber bei niherem Hinsehen einige Fallstricke. Um in sich wi-
derspriichliche Definitionen von Mengen auszuschlieen, muss
man deutlich mehr mathematischen Aufwand treiben. Fiir unse-
re Zwecke geniigt sie jedoch vollkommen.

Die Elemente einer Menge kann man aufzdhlen
oder beschreiben

Ist die Menge endlich und enthiilt sie nicht allzu viele Elemente,
so konnen wir sie explizit angeben, d. h. ihre Elemente aufzéh-
len:

A = {Rose, Nelke, Primel}.

Mengen mit vielen Elementen oder unendliche Mengen werden
meist durch eine Beschreibung charakterisiert, z. B.

B = {x|x ist ein Haustier} .

Die Definition der Menge B bedeutet ausgeschrieben ,,B ist die
Menge aller x mit der Eigenschaft: x ist ein Haustier*.

Bei unendlichen Mengen ist es auch moglich, einige Elemen-
te aufzuzihlen, um zu verdeutlichen, welche Elemente zu der
Menge gehoren. So ldsst sich die Menge der geraden natiirli-
chen Zahlen schreiben als

C=1{2,468,..1}.

Wir schreiben x € M, wenn das Element x zur Menge M gehort,
anderenfalls x & M. Eine Menge, die keine Elemente enthilt,
heiBt leere Menge und wird geschrieben als @ oder {}. Wir ver-
wenden das Symbol @.

Aus zwei Mengen kann man neue Mengen
bilden

Eine Menge A heifit Teilmenge von einer Menge B, wenn je-
des Element von A in B liegt, in Zeichen: A C B oder B D A.
Umgekehrt nennen wir B eine Obermenge von A.

Zwei Mengen A und B heifien gleich, wenn A C Bund B C
A gilt. Wenn A und B keine gemeinsamen Elemente enthalten,
nennt man sie disjunkt.

Definition: Mengenoperationen

Durchschnitt, Vereinigung, (Mengen-)Differenz und

Kreuzprodukt sind erklirt durch:
= Durchschnitt von A und B:

ANB={x|x€Aundx € B}
= Vereinigung von A und B:
AUB = {x|x € Aoderxe B}
= Differenz oder Restmenge:
A\B={xeA|x¢&B}
= Kreuzprodukt von A und B:

AXxB={(a,b)|acAundb € B}

Beispiel

FiirA = {1,2,3} und B = {1, O} gilt

ANB={1},
AUB ={1,2,3,0},
A\ B ={2.3},

AxB={(1,1),(1,9),(2,1),2,9),3,1),3,0)}. =«



Eigenschaften der Mengenoperationen Schnitt, Verei-
nigung und Differenz

Schnitt mit der leeren Menge ergibt immer die leere Men-
ge, und die Vereinigung mit der leeren Menge ergibt
wieder die Menge selbst:

ANG =90, AUP=A.

Schnittmengenbildung und Vereinigung sind kommutativ:

ANB=BNA, AUB=BUA.

Bei Schnittmengenbildung und Vereinigung von mehr als
zwei Mengen kommt es nicht auf die Reihenfolge an:

(ANB)NC =AN(BNC), (AUB)UC =AU(BUC).

Fiir die Kombination von Schnittmengenbildung und Ver-
einigung gelten die folgenden Regeln:

ANBUC)=ANBUM@ANC),
AUBNC)=AUB)N@AUC).

1.2 Aussagen, Gleichungen und
Ungleichungen

Aussagen sind wahre oder falsche
Behauptungen

Nicht nur im Alltag, sondern auch im Rahmen mathematischer
Uberlegungen formulieren wir Sachverhalte oft durch Aussa-
gen.

Definition

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, die
entweder wahr oder falsch ist.

Beispiele fiir Aussagen

,.Paris ist eine Stadt* (wahr)

,.Ein Hund ist eine Pflanze* (falsch)

3 + 5 = 8 (wahr)

7 < 1 (falsch) <

Aussagen konnen wir zueinander in Beziehung setzen. Wenn
aus einer Aussage A eine andere Aussage B folgt, so schreiben
wir

A= B,

1.2 Aussagen, Gleichungen und Ungleichungen

gesprochen ,,Aus A folgt B“. Man spricht hier von einer Impli-
kation. So konnen wir beispielsweise die Beziehung ,,Wenn es
regnet, ist die Stralle nass* auch schreiben als ,,Es regnet (Aussa-
ge A)* = ,.Die Strale ist nass (Aussage B)“. Wenn aber A = B
gilt, so muss deshalb nicht auch B = A gelten — dies ist ei-
ne ganz wichtige Beobachtung. In unserem Beispiel folgt aus
,Die Strale ist nass* nicht unbedingt, dass es regnet. Falls je-
doch A = B und B = A gilt, so heilen die beiden Aussagen
A und B équivalent, in Zeichen A < B. So sind die Aussa-
gen ,die StraB8e ist nass* und ,,Es befindet sich Wasser auf der
Straf3e* dquivalent.

Wenn aus einer Aussage A die Aussage B folgt, wenn also
A = B vorliegt, dann wird A als hinreichend fiir B bzw. B als
notwendig fiir A bezeichnet. So ist ,,Es regnet* eine hinreichen-
de Bedingung dafiir, dass ,,Die Stral3e ist nass* gilt. Andererseits
ist die Bedingung ,,Die Straf3e ist nass* notwendig fiir die Eigen-
schaft ,,Es regnet®.

Das Gegenteil der Aussage A kennzeichnen wir mithilfe eines
Querbalkens: A. Beachte: Wenn A = B gilt, muss deshalb nicht
A = B gelten. In obigem Beispiel heift das: Wenn es nicht
regnet A), folgt daraus nicht, dass die StraBe trocken (B) ist —
es konnte ja jemand Wasser auf der Fahrbahn verschiittet ha-
ben. Andererseits gilt aber immer: Wenn A = B, dann B = A,
d.h., wenn B nicht gilt, kann auch A nicht gelten. In unserem
Beispiel hiefle das: wenn die Strale trocken ist, kann es nicht
regnen. Wir bezeichnen diese Schlussweise als Kontraposition
der Implikation A = B.

Implikationen konnen miteinander verkniipft werden: Wenn aus
A die Aussage B folgt und aus B die Aussage C, dann folgt
aus A auch schon C. Diese Technik, die wir als Kettenschluss
bezeichnen, wird in der Mathematik oft eingesetzt, um kompli-
zierte Folgerungen in einfache Schritte zu zerlegen.

Gleichungen und Ungleichungen sind Aussagen,
die Variablen enthalten kénnen

Wenn wir zwei mathematische Ausdriicke gleichsetzen, so ent-
steht eine Gleichung.

Gleichung

Unter einer Gleichung verstehen wir die Gleichsetzung
zweier Ausdriicke. Enthalten diese Ausdriicke Variablen,
so nennt man jeden Wert der Variablen, fiir den die
Gleichung eine wahre Aussage ist, eine Losung der Glei-
chung. Alle Losungen einer Gleichung bilden zusammen
die Losungsmenge dieser Gleichung.

Beispiele fiir Gleichungen

m 2+3=5
m 7-8=40

5
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m x+3=9
B X+2x+1=0

Die erste Gleichung ist eine wahre Aussage, die zwei-
te Gleichung eine falsche Aussage. Die dritte und vierte
Gleichung sind nur fiir bestimmte Werte von x wahre Aus-
sagen. <

In anderen Féllen ist es interessant, ob ein Ausdruck grof3er oder
kleiner ist als ein anderer Ausdruck. Dies fiihrt zum Begriff der
Ungleichung.

Ungleichung

Wenn wir zwischen zwei Ausdriicken eine Anordnungs-
beziehung herstellen, so entsteht eine Ungleichung. Bein-
halten diese Ausdriicke Variablen, so nennt man wie oben
jeden Wert der Variablen, fiir den die Ungleichung eine
wahre Aussage ergibt, eine Losung der Ungleichung. Al-
le Losungen einer Ungleichung bilden zusammen wieder
die Losungsmenge dieser Ungleichung.

Beispielsweise ist —2 kleiner als 1, mithin ist —2 < 1 eine wahre
Aussage. Die Ungleichung

-2<1

kann man sowohl von links nach rechts lesen, also ,,—2 ist klei-
ner als 1%, als auch von rechts nach links, also ,,1 ist groBer als
_2‘5.

Héufig verwendet man die Schreibweise a < b fiir ,,a < b oder
a = b“und a > b fiir ,,a > b oder a = b*.

Hiermit gilt: 1 < 2,1 <2,1<1,5> 3.

Achtung 1 < 1isteine wahre Aussage, denn 1 < 1 bedeutet,
dass 1 < 1 oder 1 =1 gilt. <

1.3 Natiirliche, ganze, rationale und
reelle Zahlen

Im Alltag verwenden wir verschiedene Zahlenmengen. Dabei
haben wir im Laufe unsere Lebens unseren ,,Zahlenbereich* im-
mer wieder erweitert. Im Kindergarten und in der Grundschule
kommt man gut mit natiirlichen Zahlen aus, also den Zahlen
1,2,3,..., die man auch zum Zihlen verwendet. Irgendwann
stellt man fest, dass man auch ,,negative* Zahlen benotigt, und
gelangt so zu den ganzen Zahlen. Noch etwas spiter sieht man,
dass Divisionsaufgaben mit ganzen Zahlen nicht immer ,,auf-
gehen®. So hat die Aufgabe, zwei Apfel auf drei Kinder zu
verteilen, keine ,,natiirliche” Losung. Aus diesem Grund erwei-
tert man den Zahlbereich auf rationale Zahlen, also diejenigen
Zahlen, die als Briiche darstellbar sind, z. B. % % % Bald merkt

man, dass auch diese Zahlen fiir viele Zwecke nicht ausreichen.
So ldsst sich bereits die Linge der Diagonalen eines simplen
Quadrats mit Kantenlédnge 1 nicht als Bruchzahl darstellen. Da-
her verwenden wir in den Ingenieurwissenschaften meist reelle
Zahlen. Reelle Zahlen konnen unterschiedlich dargestellt sein,
als Briiche wie z. B. % oder als Dezimalzahlen, wie z.B. 0.5.
Manchmal haben diese Zahlen endlich viele Nachkommastel-
len, so wie % = 0.5, manchmal sogar unendlich viele wie
% = 0.33333... oder m = 3.14159... Die Menge der reel-
len Zahlen wird mit dem Symbol R bezeichnet. Ist x eine reelle
Zahl, so sagt man ,,x ist ein Element von R* und schreibt x € R.
Man rechnet nicht nur mit gegebenen Zahlen, sondern auch mit
Buchstaben bzw. Variablen. Eine Variable x ist Platzhalter fiir
eine Zahl. Mit x € R bezeichnen wir also eine beliebige reelle
Zahl.

Natiirliche Zahlen sind die Grundlage unseres
Zahlensystems

Zum Zihlen verwenden wir die natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,
5,6, ...; man bezeichnet sie mit N. Je nach Anwendung nimmt
man auch die Zahl 0 dazu und bezeichnet diese Zahlenmenge
dann mit Nj.

Ganze und rationale Zahlen braucht man zum
Rechnen

Die ganzen Zahlen ..., —2,—1,0,1,2,... werden verwendet,
um addieren und subtrahieren zu konnen, ohne dass man die
Menge verlassen muss. Sie werden mit Z bezeichnet.

Die Gleichung x + 2 = 1 kann fiir x € N nicht gelost werden.
Sucht man dagegen eine Losung x € Z, so erhdlt man x = —1.

Die Zahlen zz = 2k, k € Nyalsoz; = 2-1 = 2,2, =
2:-2=4,73 =2-3=6,...,Dbilden die geraden Zahlen. Durch
7t =2-k+1,ke Ny,alsozg =1,z =2-1+1=3,20 =
2:241=5,z3 =2-34+1=7,...,erhilt man die ungeraden
Zahlen.

Die rationalen Zahlen QQ bestehen aus den Briichen r = 137 mit

dem Zihler p € Z und dem Nenner ¢ € N, ¢ # 0, denn durch

0 darf man nicht dividieren. Dabei stellen zwei Briiche 137 und
= genau dann die gleiche rationale Zahl dar, wenn np = gm.
Beispiele sind % % % = 2, % = 2,... Aus % = % = 2 er-
kennt man, dass diese Darstellung der rationalen Zahlen nicht
eindeutig ist. Setzt man allerdings voraus, dass p, ¢ keine ge-
meinsamen Teiler haben, so erhilt man Eindeutigkeit: Da bei %
sowohl der Zihler p = 4 = 2 -2 als auch der Nenner ¢ = 2 den
gemeinsamen Teiler %;besitzen, liefert das Kiirzen des Bruches

die Darstellung % =351 = % =2.

Fiir die praktische Rechnung ist die Dezimaldarstellung % =

0.5, i = 0.25 iblich. Die Dezimaldarstellung einer ratio-
nalen Zahl besitzt entweder endlich viele Nachkommastellen



(abbrechende Dezimalzahl) wie z.B. % = 0.5 oder unendlich
viele Nachkommastellen, mit einer Ziffernfolge, die sich peri-
odisch wiederholt. Beispielsweise besitzt % = 0.272727...
eine unendliche Dezimaldarstellung mit Periode 2, da sich die

Ziffernfolge 27 immer wiederholt. Man schreibt % =0.27.

Die ganzen Zahlen bilden eine Teilmenge der rationalen Zahlen,
d.h., jede ganze Zahl ist auch rationale Zahl. Man schreibt kurz
7 C Q.

Wenn auch rationale Zahlen nicht mehr reichen,
fiillen reelle Zahlen die Liicken

Im technisch-wissenschaftlichen Umfeld arbeiten wir mit den
reellen Zahlen R. Alle reellen Zahlen kann man auf der
Zahlengeraden eintragen (Abb. 1.1). In der Mitte der Zahlen-
geraden befindet sich die Null. Rechts von der Null werden in
ansteigender Grofe die positiven Zahlen (x > 0) angeordnet,
wihrend links von der Null die negativen Zahlen (x < 0) in
entsprechender Weise platziert werden.

Die reellen Zahlen umfassen dabei die rationalen Zahlen, d.h.,
es gilt Q@ C R, und die irrationalen Zahlen. Irrationale Zahlen
sind Dezimalzahlen, die nicht abbrechen und deren Ziffernfolge
nicht periodisch ist.

Werfen wir hierbei einmal einen genaueren Blick auf die Qua-
dratwurzel einer nichtnegativen Zahl. Firy € R mity > 0
(d.h., y nichtnegativ) ist die Quadratwurzel ,/y eine Losung
der Gleichung x> = y. Da das Produkt zweier negativer Zah-
len positiv ist, ist auch —,/y < 0 eine Losung dieser Gleichung.
Fiir y # 0 hat die Gleichung x> = y also zwei verschiedene
Losungen, die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden. Als
Quadratwurzel einer positiven Zahl ist aber stets die positive Lo-
sung definiert.

Die Quadratwurzel einer positiven Zahl kann eine rationale Zahl
sein. Beispielsweise ist v/16 = 4 € N und \/% = % € Q. Es
gibt aber auch positive Zahlen, deren Quadratwurzel nicht ratio-
nal ist. Die Quadratwurzel aus 2 ist mit V2 = 1.414213562. ..
eine Dezimalzahl mit unendlich vielen Nachkommastellen, bei
denen sich kein Wiederholungsmuster ergibt, deren Ziffernfolge
also nicht periodisch ist. Derartige Zahlen lassen sich nicht als
Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen. Wir bezeichnen sie da-
her als irrationale Zahlen. Weitere wichtige irrationale Zahlen
sinde = 2.718281828... und & = 3.141592654. ..

Wird nun die Menge aller rationalen Zahlen um die irrationa-
len Zahlen ergiinzt, so erhalten wir hieraus die Menge R der
reellen Zahlen. Die Betrachtung irrationaler Zahlen ist durchaus
sinnvoll. Wir finden irrationale Zahlen in vielen Anwendungen.
So hat beispielsweise die Diagonale eines Quadrats mit der Sei-
tenlinge 1 die Linge +/2. In der Praxis runden wir allerdings,
je nach benotigter Genauigkeit, ab einer bestimmten Nachkom-
mastelle die Dezimaldarstellung einer irrationalen Zahl, sodass
wir wieder eine rationale Zahl als Ndherungswert erhalten. Wir
sagen daher, dass jede irrationale Zahl beliebig genau rational
approximiert werden kann.

1.3 Natdarliche, ganze, rationale und reelle Zahlen 7

2

-2 In T

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 R
x<0 x>0

Teil |

Abb. 1.1 Zahlengerade: Jede reelle Zahl kann dort eintragen werden

—|—a —>ie— o —>|

I
—a 0 a R

Abb. 1.2 Der Betrag von a, dargestellt als |a|, entspricht auf der Zah-
lengeraden dem Abstand der Zahl vom Nullpunkt

Fiir den Alltagsgebrauch reicht es somit aus, sich die rationalen
Zahlen als endliche oder unendlich periodische Dezimalzahlen
und die reellen Zahlen allgemeiner als endliche oder unendliche
Dezimalzahlen, zu denen auch die rationalen Zahlen gehoren,
vorzustellen. Es gilt der folgende Teilmengenzusammenhang:

NczZcQcR.

Zwei reelle Zahlen sind gleich, wenn sie dieselbe Stelle auf der
Zahlengeraden beschreiben, z. B. % = 0.5. Liegt die Zahla € R
auf der Zahlengeraden weiter links als b € R, sagt man ,,a ist
kleiner als b und schreibt a < b. Umgekehrt liegt dann b €
R auf der Zahlengeraden weiter rechts als a € R, d.h., ,.,b ist

groBer als ¢, und man schreibt b > a.

Die Mengen N, Z, Q und R sind angeordnet, was bedeutet,
dass fiir zwei ungleiche Zahlen stets eine Zahl grofer als die
andere Zahl ist.

Der Betrag macht alles positiv

Definition

m Der Betrag einer Zahl a € R, dargestellt als |a|, ent-
spricht dem Abstand von a zum Nullpunkt auf der
Zahlengeraden (Abb. 1.2).

Formal ist der Betrag von a € R erklart durch
a fir a >0,

la| :==
a < 0.

—a fiir

Man liest die Gleichung wie folgt: ,,Fiir a > 0 ist der
Betrag |a| gleich a. Fiir a < 0 ist der Betrag |a| gleich
_a.“
Es gilt |a| > O fiir alle a € R.

m  Der Abstand zweier Zahlen a und b auf der Zahlenge-

raden ist gegeben durch |a — b| = |b — a| (Abb. 1.3).

Mit dem Symbol := definiert man eine neue Grofle oder eine
Bezeichnungsweise. Auf der Seite mit dem Doppelpunkt steht
der neue Begriff, z. B. das Symbol |a|, wihrend auf der Seite
mit dem Gleichheitszeichen die Bedeutung steht.
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3H|a—b\ = |b—a|Hi

1 1 »
T T Ll
a b R

Abb. 1.3 |a — b| = |b — a] stellt den Abstand zweier Zahlen a und b
auf der Zahlengeraden dar

Die Zahlen 1 und 3 haben den Abstand |3 — 1| = |2| = 2. Die
Zahlen —5 und 1 haben den Abstand |—5 — 1| = |—6| = 6.

Da das Quadrat einer reellen Zahl niemals negativ wird, kann
wegen

0, fallsx>0
V2 = Jx)? = x = 0, =0,
x (=0 —x > 0, fallsx<0

der Betrag einer reellen Zahl auch durch
x| := V2

definiert werden.

Beispielsweise ist

|-5] = V(=5)2 = v25 = 5.

Rechenregeln fiir Betrage

Fiir alle x, y € R und a > 0 gelten folgende Rechenregeln
und Eigenschaften im Zusammenhang mit dem Betrag:

x| <a & —a<xundx<a & —a<x=<a
|x| >a <= x < —aoderx>a
x| =a <= x=aoderx = —a

I. x>0

2. |x=0 <<= x=0

3. |x| > x sowie |x| > —x

4. |xy| = |x||y|, insbesondere folgt mity = —1:
5. |—x| = |x| und damit:

6. |x—yl=ly—x

7.

8.

9.

Die Dreiecksungleichung ist eine der wichtigsten Ungleichun-
gen iiberhaupt.

Satz (Dreiecksungleichung)

Fiir x,y € R gilt
lx+ vl < x| + Iyl
Die Dreiecksungleichung kann auf einfache Weise gezeigt wer-
den. Wegen |x| > +x und |y| > %y gilt
x+y <l +y<xl+ Il

also
x+y < x|+ |yl

Zudem ist
Il + Iyl = x| + (=) = (%) + (=y) = =(x + y),
und somit gilt auch nach Addition von x + y — (|x| + |y])
x4y = —=(x[ + [y)-
Insgesamt ist also
(x| + ) S x+y < x| + I,

was wir aufgrund der siebten Eigenschaft kiirzer schreiben kon-
nen:
lx + vl < Ix[ + [yl

Neben der Dreiecksungleichung kénnen auch weitere niitzliche
Abschitzungen bewiesen werden.

Folgerungen aus der Dreiecksungleichung
Fiir x, y € R gelten:

Lo x4yl = |x| =yl
2. |x—y| = x| — |yl
30 |l =yl = |x] = [yl

Diese drei Aussagen lassen sich auf dhnliche Weise aus der
Dreiecksungleichung folgern. Als Beispiel zeigen wir, warum
die zweite Aussage richtig ist: Aufgrund der Dreiecksunglei-
chung gilt

=yl + Iyl = |x.

Bringen wir |y| auf die andere Seite, erhalten wir die Aussage
lx =yl = |x[ = Iyl.

Intervalle sind Abschnitte auf der
Zahlengeraden

Die Darstellung zusammenhéngender Teilmengen in R fiihrt auf
Intervalle, die sich als Abschnitte auf der Zahlengeraden ein-
zeichnen lassen. Wir unterscheiden dabei offene, halboffene und
abgeschlossene Intervalle.

Intervalle auf der Zahlengeraden R

1. Abgeschlossene Intervalle: Es seien a, b € R mita <
b. Dann bezeichnet

[a,b] :={xeR|a <x=<b}

das abgeschlossene Intervall von a bis b. Abgeschlos-
sene Intervalle beinhalten also ihre Grenzen a und b.
Fiir @ = b besteht das Intervall nur aus einem Punkt
[a,b] = {a} = {b}. Das Intervall kann als Abschnitt
auf der Zahlengeraden skizziert werden:

[a,b] R



2. Offene Intervalle: Es seien a, b € R mit a < b. Dann
bezeichnet

(a,b) :={xeR|a<x<b}

das offene Intervall von a bis b. Offene Intervalle bein-
halten also nicht ihre Grenzen a und b und werden
auf der Zahlengeraden mit lichten Endpunkten gekenn-
zeichnet:

(a,b) R

3. Halboffene Intervalle: Es seien a,b € R mita < b.
Dann bezeichnet

(a,b] ={xeR|a<x=<b}
das linksoffene Intervall von a bis b und
[a,b) :={xeR|a<x<b}

das rechtsoffene Intervall von a bis b. Auf der Zahlen-
geraden werden die Endpunkte entsprechend markiert:

(a,b] R

[a,b) R

4. Uneigentliche Intervalle: Es sei ¢ € R. Dann be-
zeichnen

[a,00) :={x e R|x > a},
(a,00) :={xeR|x>a},
(—o0,a] :={x e R |x <a},
(—00,a) :={xeR|x<a}

uneigentliche Intervalle.

Achtung Das Symbol fiir ,,unendlich” oo ist keine Zahl!
Dennoch benutzt man es gerne, um auszudriicken, dass ein In-
tervall links oder rechts unbeschrinkt ist. <

Gelegentlich findet man die Kurzbezeichnungen

R, :=(0,00), R_:=(-00,0), R*:=R_UR, =R\{0}.
Fiir ein beliebiges, nicht uneigentliches Intervall [a, b], [a, b),
(a,b] oder (a,b) mit a < b wird mit der Differenz aus Ober-
grenze b und Untergrenze a die Intervalllinge b —a bezeichnet.
Die Intervalllinge stellt also eine Art GroBenmal fiir das Inter-
vall dar, wobei dieses Gro3enmal} nur von den Grenzen a und b
abhiéngt, unabhingig davon, ob die Grenzen dazugehdren oder
nicht. Dies hat also die Folge, dass (a, b) und [a, b] dieselbe In-
tervalllinge b — a haben, obwohl (a,b) gegeniiber [a, b] zwei
Elemente fehlen.

1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen 9

1.4 Rechnen mit reellen Zahlen

Teil |

Innerhalb der Menge N sind die Addition und die Multipli-
kation definiert. Die Umkehrung der Addition, die Subtraktion,
kann auf eine Verallgemeinerung der Addition zuriickgefiihrt
werden, indem man die negativen Zahlen zusitzlich definiert
und somit zur Definition der Menge der ganzen Zahlen moti-
viert wird.

Die Division fiihrt als Umkehrung der Multiplikation zunédchst
auf die Definition des Kehrwertes bzw. der Briiche ganzer Zah-
len und damit zur Menge der rationalen Zahlen.

Additive und multiplikative Abgeschlossenheit

1. Sind m,n € Ny, so gilt
m+neNy, m-neNj.
2. Sind m,n € Z, so gilt
m+n€e€Z, m-n€?Z, m—n:=m+ (—n)€Z.
3. Sind a,b € Q, so gilt

a+beQ, a-beqQ,

S Q
Il
)

a—beQ,

S| =

fiir b # 0.

Die Subtraktion kann stets auf Addition und die Division auf die
Multiplikation zuriickgefiihrt werden.

Die reellen Zahlen bilden ein Kontinuum und werden durch
die Zahlengerade veranschaulicht. Wichtig ist in diesem Zu-
sammenhang, dass jede irrationale Zahl durch rationale Zahlen
beliebig genau approximiert werden kann. Man sagt, die Men-
ge der rationalen Zahlen liegt dicht in der Menge der reellen
Zahlen. So approximiert ein Rechner innerhalb eines gewissen
Wertebereichs alle Zahlen in rationaler Weise.

1.5 Potenzen, Wurzeln und
Logarithmen

Wiederholtes Multiplizieren fiihrt zur Potenz

Fiir eine reelle Zahl a erklidrt man die n-te Potenz durch

a'=a-a...a, neN.
et

n Faktoren

Man definiert a” := 1 und ¢ := = fiira # 0.
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1.1 Mathematischer Hintergrund: Addition und Multiplikation allgemeiner betrachtet — die Kor-

peraxiome

Bei der Addition von zwei Elementen x € Q, y € Q wird mit
den beiden Elementen die Summe z = x + y € Q gebildet.
Formal wird also einem Element (x, y) € Q x Q ein Element
z=x+y € Q zugeordnet. Man schreibt:

QxQ—->Q

' %(x, y) Xty
Entsprechendes gilt fiir die Multiplikation in Q:

QxQ—Q
(x,y) = x-y

Zahlenmengen, die Subtraktion und Division gestatten, nennt
man Korper, wenn sie bestimmte Eigenschaften haben:

Eine Menge K, in der eine Addition

KxK—K
() > x+y

sowie eine Multiplikation

KxK—K
(e, y)—>x-y

definiert sind, heifit Korper, falls fiir alle x, y, z € K gilt:
1. Assoziativitat:
x+(+z)=Gx+y +z
x(yz) = (xy)z

Dieses Axiom erlaubt uns den Verzicht auf die Klamme-
rung bei Summe und Produkt von mehr als zwei Zahlen.
Es ist daher

X+y+zi=x+0+2)=x+y +z
xyz 1= x(yz) = (xy)z.
2. Kommutativitit:

xX+y=y+x
Xy =yx

3. Existenz neutraler Elemente:
Es gibt ein Nullement O € K und ein Einselement 1 € K
mit

x4+ 0=x,

x-1=ux

4. Existenz negativer und inverser Elemente: Zu jedem
x € K gibt es ein (eindeutig bestimmtes) negatives Ele-
ment —x € K mit

x—x:=x+ (—x) =0.

Zu jedem x € K, x # 0 gibt es ein (eindeutig bestimmtes)
inverses Element x~' = )1—( € K mit

Dadurch sind neben der Addition und der Multiplikation
auch eine Subtraktion und eine Division definiert.
5. Distributivitét:

(x+y)z=xz4+yz

Die Forderungen 1 bis 5 heilen Korperaxiome. Die Mengen
der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen sind mit der in
ihnen iiblichen Addition und Multiplikation die prominen-
testen Beispiele fiir Korper. Die Mathematik bietet aber auch
andere Beispiele fiir Korper.

Die Mengen der natiirlichen und der ganzen Zahlen bilden
keine Korper. Uberlegen Sie sich, welche der Axiome aus
der vorangegangenen Definition fiir diese Mengen nicht er-
fiillt sind.

Eine wichtige Eigenschaft der Korper ist ihre Nullteiler-
freiheit, d.h., falls a - b = 0 gilt, so folgt a = 0 oder
b = 0. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass zwei von 0
verschiedene Elemente eines Korpers miteinander multipli-
ziert stets wieder ein von O verschiedenes Element ergeben.
Diese scheinbar banale Eigenschaft gilt beispielsweise nicht
fiir die Multiplikation von Matrizen, die in der linearen Al-
gebra in Abschn. 12.2 behandelt wird.




Im Ausdruck a” ist a die Basis und n der Exponent. Insbeson-
dere gilt a~! = 1 fiira # 0.

Potenzgesetze

1. Bei gleicher Basis a gilt

und

2. Weiter gilt
(an)m — an~m.

3. Bei gleichem Exponenten n gilt

a-b" = (a-b)"
und - g
= (5) - v70

Potenzen zur Basis 10 erleichtern den Umgang mit sehr grof3en
oder sehr kleinen Zahlen.

Wissenschaftliche Zahlendarstellung

Eine reelle Zahl x wird im wissenschaftlich/technischen
Bereich héufig in der Form

x=d-10°

dargestellt. Die reelle Zahl d heif3it (vorzeichenbehaftete)
Mantisse, und die ganze Zahl e ist der Exponent. Den
Exponenten wihlt man so, dass man fiir die Mantisse eine
angenehme Groflenordnung erhilt.

3 3
1000

Il
I
w
—_
S
&
=
5
a

Beispielsweise gilt: 0.003 =
0.000012 = 1.2-107.

Zehnerpotenzen von Einheiten

Fiir Zehnerpotenzen einer Einheit verwendet man die Be-
zeichnungen aus Tab. 1.1. Wir konnen jetzt abschitzen:
Mit einem Hektoliter (hl) Bier kann man schon eine
schone Party mit der Nachbarschaft feiern. Zwei bis drei
Centiliter (cl) fiillen ein Schnapsglas. Bei Schwingungen
kommen grofe Vielfache der Einheit Hertz (Schwingun-
gen pro Sekunde) vor: Hohe Tone liegen im Kilohertz-
(kHz-)Bereich, UKW-Rundfunksender senden im Be-
reich von 100 Megahertz (MHz) und moderne Prozesso-
ren haben eine Taktfrequenz im Bereich von Gigahertz
(GHz). <

1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Tab. 1.1 Grof3e und kleine Zehnerpotenzen

Name Kurzform Potenz
Tera T 10"
Giga G 10°
Mega M 10°
Kilo k 10°
Hekto h 10%
Deka = 10!
Dezi d 107!
Centi c 1072
Milli m 1073
Mikro v 10°°
Nano n 10~
Pico P 10-12

Bis jetzt sind die Potenzregeln fiir ganzzahlige Exponenten er-
Kklart.

Die Quadratwurzel einer Zahl a > 0, wir bezeichnen sie mit
dem Symbol \/a, ist diejenige nichtnegative Zahl, deren Qua-
drat a ergibt, z. B. V4 = 2, /9 = 3. Wir suchen also nach der
Losung der Gleichung

Zu unterscheiden von der Wurzel ist die Losungsmenge der
Gleichung x2 = a fir @ > 0 ohne die Vorzeichenbeschrin-
kung fiir x. Diese besteht aus den beiden Losungen x; = 4/a
und x = —/a, denn es gilt /&’ = a und (—/a)> = a. Die
zweite Losung wird oft vergessen.

Achtung Die Wurzel von a > 0 ist immer eine nichtnegative
Zahl. <

Definition
Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0 ist erklédrt als diejenige
positive Zahl x € R mit der Eigenschaft x" = a:

%::anl, neN,

Die Schreibweise steht in Einklang mit der Regel (a")" = a™™.

Es gilt

Es gilt hier wie oben: /a ist das Symbol fiir die nichtnegative
Zahl, deren n-te Potenz a ergibt. Wurzeln sind also Potenzen mit
rationalen Exponenten. Es gilt

(’” a)n = (a#)n = a%'

Die Potenzgesetze in diesem Abschnitt gelten genauso fiir ratio-
nale Exponenten. Potenzen mit beliebigen Exponenten sind eine
Verallgemeinerung der Quadratwurzel.

1

Teil |
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Beispiel

. . Ja
Vereinfachen Sie —-.
as

INEY
Il

Q
A=
Il

Logarithmen sind eine weitere Umkehrung des
Potenzierens

Waurzeln konnen als eine Umkehrung des Potenzierens verstan-
den werden: In der Gleichung x" = a fragen wir bei gegebenem
Exponenten n und gegebenem a nach der Basis x und bezeich-
nen das Ergebnis mit x = /a.

Wir konnen das Potenzieren aber auch noch auf eine andere Art
umkehren: In ¢* = b suchen wir bei gegebener Basis a und
gegebenem b den Exponenten x. Das fiihrt auf die Definition
des Logarithmus.

Definition

Fiir die positive reelle Zahl a # 1 besitzt die Gleichung
a* = b fiir b > O stets eine reelle Losung. Diese nennen
wir Logarithmus von b zur Basis a und schreiben dafiir

x = log, (D).

x = log,(b) ist also derjenige Exponent, mit dem man die
Basis a potenzieren muss, um b zu erhalten.

Direkt aus der Definition folgt fiir die Verkniipfung von Loga-
rithmus und Potenz, dass fiir jede Basis a gilt

log,(a") = x

und
402 —

Achtung Unterscheiden Sie die Gleichungen x* = b und

a* = b.

m Bei x* = b steht die Unbekannte x in der Basis, die Losung
xistx = b.

m Bei a* = b steht die Unbekannte x im Exponenten, die Lo-
sung x ist x = log,(b). <

Beispiel

Mit der Definition des Logarithmus erhalten wir:

1. log,,(1000) = 3, denn 10° = 1000
2. log;(81) = 4, denn 3* = 81

3. log,(a*) = x, denn a* = a*
4. log,(a) = 1,denna' = a
5. log,(1) = 0,denna® = 1 <

Rechenregeln fiir den Logarithmus zu einer festen Ba-
sis a

Fiir den Logarithmus zu einer festen Basis a und u, v > 0
gelten folgende Rechenregeln:

1. loga(u . U) = loga(u) + IOga(v)
loga (%) = loga (M) - IOga (U)
log,(u’) = v -log,(u), speziell
log, (1) = —log,(u)

ERCE S

Diese Regeln lassen sich aus den Potenzregeln herleiten, z. B.

a-a=d" |log,...),
loga (ax : ay) = IOga (aXer),

log,(a*-a’) = x+y.
Mit a* =: u, a® =: v folgt x = log,(u) und y = log,(v) und
log,(u - v) = log,(u) + log,(v).

Beispiel

Mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus erhalten wir:

1. % - log,(u) + log,(v) = loga(ug) + log,(v) =

log, (u% . v)

2. log, (%) log;(81) — log;(27) = log;(3*) —
log;(3) =4-3=1

3. logs(125%) = 4 -logs(125) = 4 -logs(5°) = 12+
logs(5) = 12 |

Wichtige Basen fiir Logarithmen sind:

= Basis 10: 1g(x) := log;,(x):
m Basis e: In(x) := log (x):
Basis 2: 1d (x) := log, (x):

Dekadischer Logarithmus
Natiirlicher Logarithmus
Dualer Logarithmus

e ist dabei die eulersche Zahl e = 2.71828182845904. ..
Insbesondere ist In(e*) = x und ™ = x.

Logarithmen konnen beziiglich verschiedener Basen umgerech-
net werden. Diesen Vorgang bezeichnet man als Basiswechsel.
Ein Taschenrechner stellt im Allgemeinen den natiirlichen Lo-
garithmus In(x) und den dekadischen Logarithmus 1g(x) zur
Verfiigung. Die Zahl x = log,(b) zu einer beliebigen Basis



a > 0 kann damit wie folgt berechnet werden:

a=b |In(...)
x - In(a) = In(b)
In(b)
X = .
In(a)
Also folgt die Umrechnungsformel
In(b)
0g,(b) = In(a)
Beispiel
_ Q7)) _ 32958.. _
1 1g(27) = po) = 325 — 1 43136...
Probe: 1014136 = 27
In(123
2. logy(123) = T2 = 1.46007 ...
Probe: 271~46(107ié =123
3. log);(18) = 43 = 1.020...
Probe: 17'0%0-- = 18 <

Indexschreibweise und
Summenzeichen

1.6

In der Fachliteratur findet hdufig das Summenzeichen Ver-
wendung, mit dem sich lingliche oder komplizierte Summen
platzsparend aufschreiben lassen. Bevor wir uns nidher mit die-
ser Notation befassen, iiberlegen wir uns, wie wir Variable
nummerieren konnen.

Bevor die Buchstaben ausgehen: Indizes
nummerieren Variable

Hiufig muss man Variable oder andere Symbole néher bezeich-
nen oder durchnummerieren. Dazu kann man Indizes (Einzahl:
Index) verwenden, die fiir gewohnlich rechts unten neben das
Symbol oder die Variable geschrieben werden. Beispiele dafiir
sind:

m Ky, Ki,K>,... fiir das Kapital einer Geldanlage nach
0,1,2,...Jahren

® ay,ay,as, ... fiir die Elemente einer sog. Zahlenfolge
F,, F,, F. fiir die Komponenten einer Kraft entlang der Ko-
ordinatenachsen

= x, fiir die beiden Losungen einer quadratischen Gleichung

Index

Ein Index dient dazu, mehrere dhnliche Variablen zu un-
terscheiden oder zu ordnen bzw. zu nummerieren. Der
Index einer Variablen spielt also die Rolle einer ,,Haus-
nummer*, mit der eine Variable identifiziert werden kann.

1.6 Indexschreibweise und Summenzeichen

Das Summenzeichen ist eine elegante
Schreibweise fiir Summen

Definition

Das Summenzeichen ) (griech.: Sigma) ist erklirt durch

Zak =a+a+ -+ a1+ ap.
k=1

Hier sind ay, ay, ..., a, reelle Zahlen, die von einem In-
dex, Zihler oder auch Laufindex k abhingig sind. Der
Laufindex nimmt dabei die Werte von k = 1 bis k = n
in Einserschritten nacheinander an. Nicht immer startet ei-
ne Summe dabei mit dem Laufindex 1. Etwas allgemeiner
konnen wir auch mit einem beliebigen Startindex begin-
nen:

Zak =ay+apy1 +-t+ a1 +a,.

k=m

Wir konnen diese Summe auch formal etwas anders
schreiben:

Xn:ak = Zak, M = {k|m <k < n}.
k=m

keM

Die letzte Darstellung macht uns klar, was passiert, wenn
der Startindex iiber dem Endindex liegt, d. h., falls m > n
gilt. In diesem Fall ist die Indexmenge M leer — es wird
also nichts summiert, und die Summe trigt dann den Wert
0. Wir reden in dieser Situation von einer leeren Summe.

Mit der Definition des Summenzeichens erhalten wir:

5
1. Bei ) 1 lduft der Zihler k von 1 bis 5. Die Zahlen a; = 1,

k=1

k =1,...,5 werden alle nacheinander addiert:
) SIS UL S
~k 2 3 45

5 :
2. Bei Y, % lauft der Zihler k von 2 bis 5, und mit a; =
k=2

(=DF

< erhalten wir

25:(—1)’<_1 Lo
— k 2 374 5

Der Term (—1)f nimmt fiir k = 1,2,3,... abwechselnd die
Werte —1 und 1 an.

3. Der Laufindex kann beispielsweise auch i heiflen:

IR
i+1 4 5 6

13
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. Der Laufindex im Summenzeichen und der Index der S3um-

manden miissen zueinander passen. Der Ausdruck Y g
k=1

bedeutet
3

E ap = ay + ap + as,
k=1

3
wohingegen der Ausdruck ) g; eine andere Summe dar-
k=1

stellt, ndmlich
3
Zai =a; + a; + a; = 3a;,
k=1

denn die reelle Zahl a; hdngt nicht vom Laufindex k ab.

. Insbesondere gilt

n
21:1+1+---+1:n+1.
—,—1

j=0 (n+1)-mal

. Folgende Ausdriicke beschreiben dieselbe Summe:

n+1 n+5

n n
E ai = E a; = E a1 = E ap-s.
k=0 i=0 j=1 =5

Dies ist am einfachsten zu erkennen, indem wir die Summen
explizit ausschreiben, also das Summenzeichen auflosen. Ei-

Wir schreiben die Summe auf einmal in direkter Reihen-
folge und in umgekehrter Reihenfolge auf und addieren
summandenweise:

S:=1+4+2+3+-+n
S=n+Mmn—-1)+---+1
2S=m+D+@+D)+---+m+1)

n-mal

n-(n+1)

=2S=n-n+1)= S= >

Unter Verwendung des Summenzeiches erhalten wir al-
ternativ:

28 = Xn:k-i—i:(n-f—l—k)
k=1 k=1

=Y (k+n+1—k) =Y (n+1)

k=1 k=1

=(+1)-Y I=@+1)n

k=1

_ n(ntl)
Es folgt § = =5, <

ne Indexverschiebung innerhalb einer Summe, Diese Idee soll der Legende nach Carl Friedrich Gaufs (1777~

1855) bereits im Alter von sechs Jahren gehabt haben, als der

n n+p
Z a = Z s Lehrer die Schiiler damit beschiftigen wollte, alle ganzen Zah-
— kot ! len von 1 bis 100 zu addieren. Nach kurzer Zeit prisentierte der

kleine Gaul} das korrekte Ergebnis
fiir beliebiges p € Z kann manchmal sehr niitzlich sein, um 100
Summen zu vereinfachen oder an eine Standardform anzu- Z X
passen.

_100- 101
)

= 5050.
k=1

Geometrische Summenformel
Regeln fiir das Rechnen mit dem Summenzeichen

@ Wir zeigen die geometrische Summenformel fiir n € N

Lo Y (a+b)=) ar+ ) b und g € R:
k=1 k=1 k=1
2 i i ~ o _ 4t -1
. c-ay==c- ai S = = , 1.
k=1 k=1 kZ—(; q q— 1 q 7&
do e =0 Gl o o llsees Bl Zum Nachweis betrachten wir

»
I

n n
S=qu=l+qu,
k=0 k=1

n

q-S=Xn:qk+l =qu+qn+l.
k=0

k=1

Manche Summen kann man geschlossen darstellen.

Summe der ersten n natiirlichen Zahlen

Subtraktion beider Gleichungen ergibt
(1—g)S=1-¢"",

Wir zeigen fiir n € N die Identitit

+1_q

2 und fiir g # 1 folgt § = £ T

q

£ n-(n+1)
E k= —=.
k=1



Jetzt stellen wir uns Zahlen vor, die durch zwei Indizes i und
j nummeriert werden. Dies konnen z. B. Kosten sein, die die
Maschine Nr. i am Tag Nr. j erzeugt. Es seien also a;; gewis-

se Zahlen,i = 1,...,nundj = 1,..., m. Dann setzen wir:
an + ap + -+ am
& + axn + + am +
D2 ai = -
i=1 j=1
+ an + +  aum
Beispiel
Haben wir Zahlen ay, ..., a, und by, ..., b, gegeben, so
ist

— > Ya.

i=1 j=1

n m
() (2o

i=1 j=1
Ausgeschrieben sieht dies viel komplizierter aus:

(a1 +-+ay) b1+ +bn)
= (a1by + -+ + aiby) + (@2by + -+ + azby) + -
+(anb1 ++anbm) <

1.7 Fakultat und
Binomialkoeffizienten

Fiir natiirliche Zahlen n € N fiihren wir die Fakultt ein.

Definition

Die Fakultit einer Zahl n € N ist erkléart durch
nl:=1-2...(n—=1)-n,

gelesen ,,n Fakultiat. Wir multiplizieren also einfach alle
natiirlichen Zahlen von 1 bis n miteinander.

Es gilt
31=1-2-3=6,
41=1-2-3-4 =24,
5'=1-2-3-4.5=120.

n! wichst sehr schnell mitn € N.

Fakultat und Binomialkoeffizient sind wichtig in
der Kombinatorik

Fakultiten werden benétigt in der Kombinatorik, der Lehre
von der Abzihlung endlicher Mengen. Neben der Fakultét be-
notigt man den Binomialkoeffizienten.

1.7 Fakultat und Binomialkoeffizienten 15

Definition

Es sein € Ny, k € Ny und n > k. Dann heif3t die natiirli-

che Zahl
n\ n!
k]~ (mn—k)!-k!

der Binomialkoeffizient von » und k, gelesen ,,n tiber k*.

Teil |

Fiir n < k setzt man

Mit der Definition der Binomialkoeffizienten berechnet man

3\ 3! _3
2] T @3-=2)-20 1120

11 1! 11-10-
- - % _ 165,
8 (11—8)!-81  3.2-1

und

Es gilt

n\ n! _n-(n=1--(n—k+1)
k] (m—k)'-k k! ’

Eigenschaften von Binomialkoeffizienten

Es sei n, k € N. Dann gilt

Einsetzen in die Definition liefert namlich sofort

n\ n! . n!
k] =Kk k- (n—k)!

. n! _ n
T ==k -(n—=k)! \n—k/)

n\ _ n! 1
0]  (m-01-00

Weiter folgt
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und

n\ n! .

n]  (n—n)-n!
sowie

n n!

= —— =n

n—1 1-(n—1)!

und

n\ n! _
1) " ="

Die Kombinatorik befasst sich mit dem
systematischen Abzdhlen endlicher Mengen

Mit Hilfe der Kombinatorik kann man endliche Mengen syste-
matisch abzédhlen. Wir betrachten n unterscheidbare Elemente
(Objekte, Personen, Gegenstinde), dargestellt durch n Kugeln
in einer Urne.

Eine Permutation von n Elementen ist eine Anordnung der n
Elemente in einer bestimmten Reihenfolge.

Permutation von n Elementen

Es gibt n! verschiedene Permutationen von n Elementen.

Um uns das klar zu machen, betrachten wir das Ziehen von
n unterscheidbaren Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln oh-
ne Zuriicklegen. Fiir die Besetzung des ersten Platzes gibt es n
Moglichkeiten, fiir den zweiten Platz gibt es n — 1 Moglichkei-
ten, usw., und fiir den n-ten Platz bleibt noch eine Kugel iibrig.
Also gibtesn-(n—1)-(n—2)---2-1 = n! Moglichkeiten.

Wihlt man aus einer Menge von n Elementen k Elemente aus,
ohne auf die Reihenfolge zu achten, so spricht man von einer
Kombination von n Elementen zur Klasse kK ohne Wiederho-
lung.

Achtet man dagegen auf die Reihenfolge (Anordnung), so
spricht man von einer Variation von r Elementen zur Klas-
se k ohne Wiederholung.

Kombinationen und Variationen ohne Wiederholung

m Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur
Klasse k ohne Wiederholung ist (}).

m  Die Anzahl der Variationen von n Elementen zur Klas-
se k ohne Wiederholung ist

n-n—1--(m—k-1) = (nf—’k)!:(Z)-k!.

Auch dies machen wir uns wieder mithilfe eines Urnenex-
periments klar. Wir ziehen k Kugeln aus einer Urne mit n
unterscheidbaren Kugeln ohne Zuriicklegen (Abb. 1.4). Wieder

ONON®)
O e t ot ot t

n-k+1

Abb. 1.4 Bei der Bestimmung der Anzahl der Variationen von n Ele-
menten zur Klasse k ohne Wiederholung zieht man aus einer Urne k
Kugeln ohne Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge

gibt es fiir die Besetzung des ersten Platzes n Moglichkeiten,
fiir den zweiten Platz gibt es n — 1 Moglichkeiten, usw., und
fiir den k-ten Platz bleiben noch (n — k + 1) Kugeln iibrig. Al-
so gibt es fiir die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung
n-(n=1--(n—k+1) = &5 = (;) - k! Moglichkeiten,
wobei die Reihenfolge beriicksichtigt ist.

Wieviele Moglichkeiten gibt es k unterscheidbare Kugeln anzu-
ordnen? Mit dem vorherigen Ergebnis gibt es k! Permutationen
einer k-elementigen Menge. Also fallen k! Variationen auf eine
Kombination zusammen.

Insgesamt erhilt man

n! _[n
n—k!-k T \k

Moglichkeiten. Somit hat man die Anzahl der Kombinationen
ohne Wiederholung erhalten.

Lasst man bei der Auswahl der k Elemente aus einer Menge von
n Elementen Wiederholungen zu, ohne auf die Reihenfolge zu
achten, so spricht man von einer Kombination von n Elemen-
ten zur Klasse k mit Wiederholung.

Achtet man dagegen auf die Reihenfolge (Anordnung), so
spricht man von einer Variation von n Elementen zur Klas-
se k mit Wiederholung.

Kombinationen und Variationen mit Wiederholung

m Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur
Klasse k mit Wiederholung ist ("*} ).
m  Die Anzahl der Variationen von n Elementen zur Klas-

se k mit Wiederholung ist n*.

Wir beginnen mit den Variationen. Ziehen von k Kugeln mit
Zuriicklegen aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln
(Abb. 1.5) ergibt

n=n
Moglichkeiten.

Da bei der Berechnung der Kombinationen jedes der n Elemente
mehrfach vorkommen kann und die Reihenfolge nicht beachtet
wird, modifizieren wir das Urnenmodell wie folgt: Wir verteilen
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Abb. 1.5 Bei der Bestimmung der Anzahl der Variationen von n Ele-
menten zur Klasse k mit Wiederholung zieht man aus einer Urne k
Kugeln mit Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge

N

XXX .. X ]
N J
— 2's
n-1 n+k-1

Abb. 1.6 Bei der Verteilung von n — 1 Trennzeichen X auf n + k — 1
Plitze bleiben immer k Plitze frei

n — 1 ,,Trennzeichen” X auf n + k — 1 Pldtze (Abb. 1.6). Dabei
bleiben immer k Plétze frei.

Die Verteilung der Trennzeichen X wird wie folgt interpretiert:

= Die Anzahl der freien Plédtze vor dem ersten X entspricht der
Anzahl der Kugeln mit Nummer 1.

m Die Anzahl der freien Plitze zwischen dem (j — 1)-ten und
J-ten X entspricht der Anzahl der Kugeln mit Nummer ;.

= Die Anzahl der freien Plitze hinter dem letzten, dem (n— 1)-
ten X entspricht der Anzahl der Kugeln mit Nummer 7.

Beispielsweise sind fiir n = 4 und k = 5 in der Stichprobe

|[O|X | X990 X|®]

eine Kugel mit Nummer 1, keine Kugel mit Nummer 2, drei
Kugeln mit Nummer 3 und eine Kugel mit Nummer 4 enthalten.
Insgesamt wurden k = 5 Kugeln gezogen.

Fiir die Verteilung der n — 1 (nicht unterscheidbaren) Trennzei-
chen X auf die n + k — 1 Plitze gibt es

(n+k—1--(k+1) (n+k=1)! [n+k—1
(n—1)! T =Dk k

Moglichkeiten.

Tab. 1.2 stellt die Ergebnisse iibersichtlich zusammen.
Beispiel

1. Wieviele Worter kann man aus den Buchstaben des
Worts INA bilden?
Die Anzahl der Permutationen aus 3 Elementen ist
3! = 6. Die sechs Worter lauten: INA, TAN, NIA,
NAI, AIN, ANI.

1.7 Fakultat und Binomialkoeffizienten

Tab. 1.2 Ubersicht iiber die Formeln der Kombinatorik

ohne Wiederholung  mit Wiederholung
Permutation (mit n! n"
Reihenfolge)
Variation (mit Rei- (nf—'k), n*
henfolge)
Kombination (ohne  (}) ("
Reihenfolge)

2. Wie viele 8-stellige Dualzahlen gibt es?

Aus der Menge {0, 1} werden 8 Elemente mit Wieder-
holung und mit Reihenfolge ausgewéhlt. Die Anzahl
der Variationen von 2 Elementen zur Klasse 8 mit
Wiederholung ist 28.

3. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 sind 6 Zahlen aus der
Menge {1,2,...,49} auszuwihlen, so dass die Spiel-
moglichkeiten durch die Kombination aus 49 Elemen-
ten zur Klasse 6 ohne Wiederholung gegeben sind.
Aus der Tabelle entnehmen wir fiir die Anzahl den
Wert

49\  49.48-47-46-45-44
6] 1-2-3-4-5-6

4. Aus einer Gruppe von 8 Studenten soll ein Team be-

stehend aus Projektleiter, Sekretér und Berichterstatter
gebildet werden. Wie viele Teamkonstellationen sind
moglich?
Aus der Menge der Studenten (n = 8) werden k = 3
Leute auf Platz 1, 2 und 3 gezogen. Die Anzahl der
Variationen von 8 Elementen zur Klasse 3 ohne Wie-
derholung betriigt (§)3! = 8-7-6 = 336.

5. Wieviele unterschiedliche Wiirfe sind mit k gleichen
Wiirfeln (mit Augenzahlen 1 bis 6) moglich?

Aus der Menge der Augenzahlen {1,2,3,4,5,6} (n =
6) werden k Augenzahlen mit Wiederholung und ohne
Reihenfolge ausgewihlt. Die Anzahl der Kombinatio-
nen von 6 Elementen zur Klasse k mit Wiederholung

ist (“T7). <

= 13983816.

Der binomische Lehrsatz ist eine
Verallgemeinerung der binomischen Formeln

Aus den Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation reel-
ler Zahlen folgen die drei binomischen Formeln.

Binomische Formeln

= 1. binomische Formel:

(a+ b)?* = a* + 2ab + b?

17
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18 1 Mengen, Zahlen und Gleichungen - das Handwerkszeug der Mathematik

Mit der Definition der Binomialkoeffizienten gilt nimlich
= 2. binomische Formel:

n n n! n!
2 _ 2 2 =
(@—b)y"=a" —2ab+b (k)+(k+1> =Rl TGkt D))+ D)
= 3. binomische Formel: _onl-(k+ 1) +nl-(n—k)
- — k). !
e B n—k)!-(k+ 1)
= B nl-n—k+k+1)
T (1) = (k1) (k+ 1)!
Fiir die dritte Potenz erhalten wir _ nl-(n+1)
(a+b)* = (a* + 2ab+ b - (a+ b) e+ D=+ G+ DI
= & + 2a*b + ab® + ba® + 2ab* + b - (Zii)

=a’ + 3d’b + 3ab* + b°

_(3Y. s (3). 2 3V o (3 s Beispiel
—(0) a +(1) ab+(2> ab +(3> b.

1. Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir

4 . 4 4—k
== [ ]

Allgemein gilt der binomische Lehrsatz.

Binomischer Lehrsatz k=0
Es seien a,b € R und n € N. Dann gilt (4
g =Z( )‘(_y)k.xét—k
k
n m k=0
(a+b)" = Z (k) VARY =x* — 4%y + 6x%y* — 4xy® + ¥4,
k=0
2. Firn e N gilt
n
Wegen (a + b)" = (b + a)" gilt auch (n) ="
n k=0 k
n_ L R ey
(a+b) _Z(k) a b". denn
k=0
n n
Mithilfe des pascalschen Dreiecks kann man sich die Koeffizi- 1+1) = Z MY kL gk — Z il
enten der Terme @ - 5" aus dem binomischen Lehrsatz leicht o \k —\k
merken:
n=0 1 Dieses Ergebnis kann man folgendermaf3en interpre-
tieren:
n=1 1 1 (Z) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n=>2 1 2 1 — Menge mit n Elementen.
n=3 ! 3 3 1 > (}) ist die Gesamtanzahl aller Teilmengen einer
n=411 4 6 4 1 =
0 Menge mit n Elementen.
(o) Unser Ergebnis besagt also, dass eine Menge mit n
() (1) Elementen 2" Teilmengen besitzt.
(?)) G) @) Beispielsweise besitzt die Menge M = {A, B} die 22
3 3 3 3 Teilmengen: @, {A}, {B} und {A, B}. |
(o) (1) () )

Bildungsgesetz fiir das pascalsche Dreieck

1.8 Losen von Gleichungen

n n n+1
( k) + ( 3 1) = ( k 1) Gleichungen treten iiberall in den Anwendungen auf. Enthilt ei-
+ + ne Gleichung Variable, so kann man versuchen, sie zu 16sen. Das
heif3t, wir wollen diejenigen Zahlenwerte der Variablen finden,



fiir die man eine wahre Aussage erhilt. Man spricht auch davon,
die Gleichung nach der unbekannten Variablen aufzulosen. Die
Losungen einer gegebenen Gleichung zu bestimmen, gelingt im
Allgemeinen nur fiir einige besondere Bauarten von Gleichun-
gen. Wir besprechen im Folgenden einige dieser Spezialfille.

Wir betrachten algebraische Gleichungen der Bauart
ap X"+ ap X"+ acx+ayg=b,

wobei ag, ay, ..., a, € Rund b € R vorgegeben sind und x € R
gesucht ist. Die hochste vorkommende Potenz n € N ist der
Grad der Gleichung. Anders ausgedriickt: Wir suchen die Null-
stellen des Polynoms a,, - X" + a,_ - x" ' + -+ a; - x + ap vom
Grad n. Polynome werden wir in Abschn. 2.2 noch detaillierter
behandeln.

Beispiel

1. 2x + 2 = 5 ist eine Gleichung ersten Grades, eine
lineare Gleichung.

2. x% = 25isteine Gleichung zweiten Grades, eine qua-
dratische Gleichung.

3. x> + x> — x = 1 ist eine Gleichung dritten Grades.

4. I = Ih(1 + aA0) ist eine lineare Gleichung, wenn A6
gesucht ist.

5.8 =580+ v+ %gt2 ist eine quadratische Gleichung,
wenn ¢ gesucht ist. Ist vy gesucht, handelt es sich um
eine lineare Gleichung.

1 _ 4 d—dy . . .
6. = e + oA isteine lineare Gleichung, wenn d
gesucht ist. <

Aquivalenzumformungen éndern die
Losungsmenge einer Gleichung nicht

Man versucht, die Gleichung mithilfe von Aquivalenzum-
formungen so umzuschreiben, dass man die Losung ablesen
kann. Man sagt, die Gleichung wird nach der Unbekannten auf-
gelost.

Als Zeichen fiir Aquivalenzumformungenkann <= zwischen
den Gleichungen geschrieben werden.

Etwas formaler spricht man von der ,,Bestimmung der Losungs-
menge L der Gleichung*.

Beispiel
Zur Losung der Gleichung

22 =5

1.8 Losen von Gleichungen

formen wir um:

w+2=5 |-2
w=3 |:2

3

X= =

2

3
AlsoistL = {=¢.
S0 is %2}

Umformungen, die auf beide Seiten einer Gleichung an-
gewendet werden, notiert man nach einem senkrechten
Strich | hinter der Gleichung. <

Aquivalenzumformungen

Agquivalenzumformungen sind Umformungen auf beiden
Seiten der Gleichung, die die Losungsmenge nicht dndern:

m  Addition (bzw. Subtraktion) eines Terms auf beiden
Seiten der Gleichung:
xX=y < x+c=Yy-+tec
= Multiplikation (bzw. Division) beider Seiten der Glei-
chung mit (bzw. durch) einen Term ungleich 0:
& x- c#0.

xX=y cC=Yy-¢,

Achtung Die Null beim Multiplizieren einer Gleichung mit
einem Term kann durchaus ,,versteckt™ auftreten. Die Multi-
plikation mit x + 1 ist keine Aquivalenzumformung, denn fiir
x = —1 hétten wir mit O multipliziert. In diesem Fall miissen
wir x = —1 explizit ausschlieBen. Hier ist dann eine Fallunter-
scheidung notwendig. <

Auch das Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung. Man
sieht dies am Beispiel der Gleichung x = 1 mit L = {1}.
Quadrieren liefert hier x> = 1> = 1. Diese Gleichung besitzt
aber zwei Losungen: x = lund x = —1,d.h,, L = {-—1,1}.
Wir haben durch Quadrieren die Losungsmenge vergroflert. Wir
machen eine Probe, um festzustellen, welche Elemente Losung
der Ausgangsgleichung sind — es bleibt in diesem Beispiel nur
x=1Hiergiltx=1= x> =1, aberx> =1 % x = 1.

Achtung Werden Umformungen, die keine Aquivalenz-
umformungen sind, fiir das Losen einer Gleichung verwendet,
sodass wir eine Gleichung nur als notwendige Bedingung erhal-
ten, ist anschlieBend eine Probe unerldsslich. <

Die einfachste algebraische Gleichung ist die lineare Glei-
chung. Sie hat die Form

ax+b=0, abeR, a#0.

Die Losung ist hier x = —2, also L = {-2}.
a a

19
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Beispiel

1. Zu losen ist die Gleichung 3x — 18 = —x + 6. Aus-
fiihrlich notiert sieht das folgendermaf3en aus:

3x—18=—x+6 | +x
& 4x—18=6 |+ 18
& 4x =24 |: 4
& x=26

Die Gleichung hat also die Losung x = 6, L. = {6}.
2. Die Gleichung 0-x+ 3 = 4 besitzt keine Losung; man

schreibt . = @. Das Symbol @ bezeichnet die ,,leere

Menge*. <

Lineare Gleichungen konnen kompliziert aussehen, wenn die
gesuchte GroBe zusammen mit vielen Vorfaktoren in der Glei-
chung vorkommt.

Beispiel

Losen Sie nach d auf:

I d d—d;
C  eo5,A g0A
Wir rechnen schrittweise:
1 di d—d;
—_ = =+ | . SOSrA
C £0&A oA
£0&A
I =di +e(d—dy)
C
£0&A
OT’ =d, + &d —&,d
£0&,A .
—&,d =dy —e,d| — 0 Terme sortieren
1—g  gA .
d = —d; 22 durch (—¢,) dividieren
Er
Er 1 0 2
d=d — esistl—g, =—(e,— 1)
&r
<

Bei quadratischen Gleichungen hilft eine

Losungsformel

Die quadratische Gleichung hat die Bauart
a-x>+b-x+c=0

mit a,b,c € R und a # 0. Gesucht sind alle x € R, die die
Gleichung 16sen.

Dividiert man durch den Faktor a vor dem quadratischen Term,
so erhdlt man die Normalform der quadratischen Gleichung:

) . b c
X+px+qg=0 mit p=-, g=-.
a a
Im einfachsten Fall mit p = 0 ist
X +qg=0 bzw. x> =—q.

Diese Gleichung haben wir bei der Einfithrung der Quadratwur-
zel in Abschn. 1.5 bereits gelost.

1. Falls g < 0 ist, so existieren zwei Losungen x;, = +./—q.

Beachte: —g > 0. Alsoist L. = {,/—¢q,—./—¢q}-
2. Falls g = 0 ist, so haben wir die Losung x = 0,d.h., L =

{0}.

3. Im Fall ¢ > O existiert keine reelle Losung. Quadrate reeller
Zahlen sind stets nichtnegativ. Also kann es kein x € R ge-
ben, dessen Quadrat negativ ist. Wir kommen auf die Losung
dieser Gleichung in Kap. 3 zuriick.

Achtung Quadratische Gleichungen koénnen zwei verschie-
dene, genau eine oder keine (reelle) Losung haben. <

Nun betrachten wir die allgemeine quadratische Gleichung

P 4+px+qg=0.

Durch quadratische Erginzung erzeugen wir auf der linken
Seite einen Ausdruck, der mit der ersten binomischen Formel
als Quadrat geschrieben werden kann:

2opoxt (§)2+q_(g)2:

A (4

Je nachdem, ob der Ausdruck (’2—’)2 — g positiv, gleich 0 oder
negativ ist, erhidlt man wieder zwei, eine oder keine Losung. Fiir
(%)2 — ¢ > 0 kann man nach x auflésen:

p-q-Formel und Mitternachtsformel

Die quadratische Gleichung in Normalform
P+px+qg=0

hat die Losungen

p P2
=_< 4 (—) —q.
1.2 2 2 o

Die Losungsformel (1.1) wird p-g-Formel genannt.

(1.1)



Verzichtet man auf das Bilden der Normalform, so besitzt
die nichtnormierte quadratische Gleichung

a-xX*+b-x+c=0 a#0

die Losungen

—b + +/b? — 4ac
K= . (12)

Die Formel (1.2) wird als Mitternachtsformel bezeich-
net. In beiden Fillen gilt: Ist der Ausdruck unter der
Waurzel positiv, hat die Gleichung zwei verschiedene L6-
sungen. Ist der Ausdruck unter der Wurzel gleich 0, so
besitzt die Gleichung genau eine Losung. Wenn der Aus-
druck unter der Wurzel negativ ist, hat die Gleichung keine
reelle Losung; sie ist in R unlosbar.

Der Ausdruck unter der Wurzel hei3t Diskriminante.

Beispiel
1. Die Gleichung
-2 —4x+6=0

wird durch —2 dividiert und geht iiber in die quadrati-
sche Gleichung in Normalform:

2 4+2x—3=0.

Diese hat die Losungen

X1 = —1+/1+3 = x=1 und x = -3.
Alsoist L = {1, —3}.
2. Die Gleichung
X +6x+9=0
hat die Losung
x1,2=—3:|:m = x=-3.

Hier ist L = {—3}.
3. Fiir die Gleichung

¥ —4dx+13=0
erhélt man aus der Losungsformel

x1,2=2:|: V4 —13.

Da der Ausdruck unter der Wurzel kleiner O ist, ist die
Gleichung nicht reell 16sbar; es ist L = @. <

1.8 Losen von Gleichungen

Elektron im elektrischen Feld

Ein Elektron tritt mit der Geschwindigkeit von v = 1.0 -
107 = in das homogene Feld eines Plattenkondensators
mit der Feldstirke £ = 200 % (Abb. 1.7). Beim Eintritt
in das Feld wirkt auf das Elektron die Kraft F = e - E
in y-Richtung. Aus F = m - a und dem Weg-Zeit-Gesetz
der gleichmiBig beschleunigten Bewegung folgt fiir die
y-Ablenkung

5

1 le-
¥ = za-£ bzw. y(t)=§e P

3

mit der Masse des Elektrons m = 9 - 1073 kg und der
Elementarladung e = 1.6 - 107'° C. Zu welchem Zeit-
punkt 7o nach Eintritt in das Feld ist das Elektron um yy =
2 mm in y-Richtung abgelenkt?

Die quadratische Gleichung yy, = %a . tﬁ mit 7y > 0 besitzt

die Losung
/2
o = ﬂ
a

Mit den Daten des Elektrons folgt

.E  16-107°C-200-10% ¥
ez CE m _356.100 2
m 9-1031kg s
und weiter
f 2:2:100m _ e 1079
— _—- - . . S,
’ 7 {35610
also 1.06 ns. <

In der Praxis sucht man héufig nach Nullstellen von Polyno-
men. Manchmal liegen Polynome schon faktorisiert vor. Es ist
ein hiufig zu beobachtender ,,Anfingerfehler”, dass ein Term,
der bereits als Produkt vorliegt, erst einmal ,,reflexartig® aus-
multipliziert wird. Das ist aber ungeschickt, denn aufgrund der
Nullteilerfreiheit der reellen Zahlen gilt der Satz vom Nullpro-
dukt.

Abb. 1.7 Ein Elektron wird im elektrischen Feld auf eine Parabelbahn
abgelenkt
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Satz vom Nullprodukt

Das Produkt zweier Zahlen oder Ausdriicke ist genau dann
0, wenn einer oder beide Faktoren 0 sind. Dies nennt man
Satz vom Nullprodukt:

(1.3)

x-y=0 <& x=0o0dery=0.

Beispiel

Der Term (x — 2)(x — 3) = 0 ergibt ausmultipliziert die
quadratische Gleichung

X —5x+6=0.
Das Anwenden der Losungsformel ergibt

i 6
X = — — — 0,
=0 4

alsox; = 2 und x, = 3.

Allerdings hitte man die Nullstellen vor dem Ausmulti-
plizieren bereits ablesen konnen. Der Satz vom Nullpro-
dukt besagt: (x — 2)(x — 3) wird O fiir x — 2 = 0, also fiir
x; = 2 oder fiir x — 3 = 0, also fiir x, = 3. <

Achtung Sind bereits Faktoren ausgeklammert, kann man
mithilfe des Satzes vom Nullprodukt die Losung direkt ablesen.
<

Die Losung von algebraischen Gleichungen héheren Grades
gelingt nur in Spezialfillen. Hiufig kann man eine Losung raten
und den Grad der Gleichung durch Polynomdivision (Abschn.
2.2) reduzieren.

Bei Gleichungen dritten Grades kann
Polynomdivision helfen

Zunéchst einmal halten wir fest, dass eine Gleichung dritten
Grades immer mindestens eine reelle Losung besitzt. Ob wir
diese aber auch finden konnen, ist eine andere Frage.

Auch fiir solche Gleichungen gibt es eine spezielle Losungs-
formel, die auf Geralomo Cardano (1501-1576), einen Univer-
salgelehrten des 16. Jahrhunderts, zuriickgeht, aber leider nicht
so leicht zu handhaben ist wie die Mitternachtsformel und da-
her in der Praxis selten verwendet wird. Fiir unsere Zwecke ist
es ausreichend, eine Nullstelle xy zu raten und dann den Term
x — xo durch Polynomdivision abzuspalten.

Beispiel
Die Gleichung
£ -4 +x+6=0
hat die Losung xop = —1:
(1)’ =4-(=1)*+ (=) +6=0.

Dies haben wir durch Probieren herausgefunden. Der
Faktor (x + 1) kann von x> — 4x> 4+ x + 6 durch Poly-
nomdivision ohne Rest abdividiert werden:
=4 +x+6): (x+1)=x>—5x+6.
(P42
5> +x+6
—(—5x* = 5x)

6x + 6

—(6x + 6)

0

Somit gilt
X4+ x4+6=@x+1) (x> —=5x+6).

Die quadratische Gleichung

X —5x+6=0
hat die Losungen
5 25 24 5 1
Xip=sx4———=5%£,
' 2 4 4 22

also x; = 2 und x, = 3. Wir erhalten die Zerlegung
X4 4+x4+6=x+1) -x—2) (x—3).

Nach dem Satz vom Nullprodukt ist die Ausgangsglei-

chung erfiillt, wenn mindestens einer der drei Faktoren O

ist. Also lauten die Losungen der kubischen Gleichung
xo=-—1, xy=2 und x, =3,

alsoist L = {—1,2,3}. |

Hinweis

Wenn man versucht, die Nullstellen eines Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten zu raten, so lohnt es sich, zu-



néchst die ganzzahligen Teiler des ,,Konstantgliedes™ ag
auszuprobieren. Haben wir es z.B. mit dem Polynom
apx" + ...+ ajx + 6 zu tun, so probieren wir es mit den
Zahlen 1,2, 3, —1, -2, 3.

Die Begriindung ist ganz einfach: Hat das Polynom die Null-
stelle xo = a, so konnen wir wie oben gezeigt den Faktor
(x — a) abspalten; wir konnen also das Polynom schreiben als
(x—a)(b,_1x" ' + ...+ by). Wenn wir dies wieder ausmultipli-
zieren, so erhalten wir als Konstantglied die Zahl —a- by, d.h., a
muss als Teiler im Konstantglied des urspriinglichen Polynoms
stecken.

Besonders einfach ist der Spezialfall ayp = 0, d. h., asx> +arx® +
a;x = 0. Hier kann man x ausklammern (d. h., 0 ist eine Losung)
und muss dann nur noch eine quadratische Gleichung 16sen.

Beispiel
Gesucht ist die Losungsmenge der Gleichung
X =52+ 6x=0.
Ausklammern liefert
x(* —5x 4+ 6) = 0.

Fiir den quadratischen Term in der Klammer liefert die
Losungsformel die beiden Nullstellen x; = 2 und x, = 3.
Insgesamt ist also . = {0, 2, 3}. <

Bei Gleichungen vierten Grades hilft manchmal
Substitution

Auch fiir Gleichungen 4. Grades gibt es eine Losungsformel.
Diese stammt von Lodovico Ferrari (1522—-1565). Sie ist aber
noch unhandlicher als die Formel von Cardano und hat noch
weniger praktische Bedeutung. Deshalb versucht man auch in
diesem Fall, Nullstellen zu raten und abzuspalten. Einen Son-
derfall stellen die biquadratischen Gleichungen dar. Sie haben
die Form

ax*+b-x*+c=0.

Hier treten nur gerade Potenzen von x auf, niamlich x% und x*.
Deshalb liefert die Substitution z = x* eine quadratische Glei-
chung in z:

a-24+b-74+c=0,

die dann wieder mit der Mitternachtsformel gelost werden kann.

1.8 Losen von Gleichungen

Beispiel
Die Gleichung
=10’ 4+9=0
wird durch Substitution z = x? {iberfiihrt in
Z—10z+9 =0,

also in eine quadratische Gleichung in z. Die Mitter-
nachtsformel liefert

2=54++25-9=5+4 = 7 =9, =1
Fiir die urspriingliche Gleichung ergibt sich

X2 =9=x,==+3 und 2=1 = x34 = 1.
Wir erhalten . = {3, -3, 1, —1}. <

Es ladsst sich zeigen, dass es fiir Gleichungen noch hoheren Gra-
des keine allgemeingiiltigen Losungsformeln geben kann, auch
nicht in den Fillen, in denen reelle Losungen existieren. Oftmals
muss man zur Losung von Gleichungen auf numerische Lo-
sungsverfahren (z.B. das Newton-Verfahren) zuriickgreifen.
Mit numerischen Verfahren werden Methoden zur ndherungs-
weisen Bestimmung von Nullstellen bzw. Gleichungslosungen
bezeichnet.

Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung

Waurzelgleichungen sind Gleichungen, bei denen die unbe-
kannte Grofle mindestens einmal unter einer Wurzel vorkommt.

Beispiel

1. +/x + 2 = xist eine Wurzelgleichung fiir x.

2. v= ,/vé + 2gh ist eine Wurzelgleichung, wenn £ ge-

sucht ist.
3. In der Elektrotechnik treten bei Filterschaltungen
Waurzelgleichungen auf:

1 1
—————— = —, ( gesucht,
1+ (wRC? V2
1 1
= , L gesucht. D |

S

R2
LRy
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Bei Gleichungen, die Wurzelausdriicke mit der Unbekannten
enthalten, versucht man, die Wurzel durch dquivalente Umfor-
mung auf einer Seite zu isolieren. Danach muss man quadrieren
und nach x auflosen. Wir haben bereits festgestellt, dass das
Quadrieren keine Aquivalenzumformung darstellt, sondern nur
eine notwendige Bedingung fiir x liefert, deren Losungsmenge
die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung umfasst. Wir
miissen daher die so erhaltenen Losungen immer durch Einset-
zen in die Ausgangsgleichung kontrollieren, denn die quadrierte
Gleichung kann mehr Losungen als die Ausgangsgleichung ha-
ben.

Achtung Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung, daher
sollte stets abschlieend eine Probe durchgefiihrt werden. <«

Beispiel
1. Gesucht ist die Losungsmenge der Gleichung
x+2=ux

Durch Quadrieren erhdlt man

2

x+2=x> bzw. X>*—x—2=0.

Die quadratische Gleichung besitzt die Losungen

R [N
M2=5FVg =573

bzw. x; = 2 und x, = —1. Da quadriert wurde, miis-
sen wir die Losungen durch Einsetzen verifizieren: Fiir
x; = 2 folgt /2 + 2 = 2, eine wahre Aussage; fiir
x; = —1 ergibt sich /—1+2 = —1, eine falsche
Aussage. Deshalb ist x; keine Losung der Wurzelglei-
chung, und wir erhalten . = {2}.

2. Gesucht sind alle x € R mit

Vax—3+42-x=0.
Isolieren der Wurzel liefert
Vax—3=x-2.
Quadrieren ergibt
dx—3=x"—4x+4 bzw. xX*—8x+7=0

mit den Losungen

X1 = 4£V16— 7 = 443,

Die Probe liefert fiir x; = 7: /28 — 3+2—7 = 0, eine
wahre Aussage. Fiir x, = 1 ergibt sich mit +/4 — 3 +
2 — 1 = 2 # 0 eine falsche Aussage. Insgesamt folgt:
L ={7}. <

also x; =7, x=1.

Als weiteres Beispiel betrachten wir
Beispiel

Vitd=x-2
= xt+4=(x-2)7
& x+4=x>—4x+4
& 0 =x>—5x=x(x—5),

also x = 0 oder x = 5. Eine der beiden Losungen ist
keine echte Losung, sondern eine ,,Scheinlésung®, wovon
wir uns durch eine Probe iiberzeugen:

m x = 0: Linke Seite /O + 4 = 2, rechte Seite 0 — 2 =
—2. Also ist die Gleichung hier nicht erfiillt; x = 0 ist
keine Losung.

m x = 5: Linke Seite /5 + 4 = 3, rechte Seite 5 — 2 =
3. Also ist die Gleichung hier erfiillt; x = 5 ist eine
Losung.

Zu beachten ist hierbei, dass die zweite Zeile nicht mit
einem Aquivalenzzeichen (<), sondern nur mit einem
Implikationszeichen (=) in Richtung der quadrierten
Gleichung eingeleitet wird. <

Betragsgleichungen kann man mit
Fallunterscheidungen l6sen

Der wichtigste Schritt beim Losen einer Betragsgleichung be-
steht darin, die Betragsstriche loszuwerden. Das ist eigentlich
ganz einfach:

m  Ist der Term zwischen den Betragsstrichen > 0, lassen wir
die Betragsstriche einfach weg.

m  Ist der Term zwischen den Betragsstrichen < 0, ersetzen wir
die Betragsstriche durch Klammern und schreiben ein Mi-
nuszeichen davor.

Da nun aber der Term zwischen den Betragsstrichen meist von
x abhéngt, miissen wir eine Fallunterscheidung vornehmen.

Beispiel
Wir bestimmen die Losungsmenge von
2x—1] = —x+ 1.

Wir iiberlegen uns, wann der Term zwischen den Betrags-
strichen welches Vorzeichen hat:
Fall 1: 2x — 1 > O bzw. x > §

Hier konnen wir die Betragsstriche einfach weglassen.
Aus unserer urspriinglichen Gleichung wird dann

2x—1=—x+1



und daraus
3x =2,

also x = % Wir miissen noch iiberpriifen, ob diese

Losung tiberhaupt zuldssig ist, d.h., ob sie mit der Be-

dingung x > % vereinbar ist. Das ist der Fall, denn % > %

Fall 2: 2x— 1 <Obzw.x < 1

Hier werden die Betragsstriche durch Klammern ersetzt,
und es wird ein Minuszeichen davor geschrieben. Aus un-
serer urspriinglichen Gleichung wird dann

—(2x—1)=—=x+1
und daraus
—x =0,

also x = 0. Auch hier priifen wir, ob diese Losung zur
Bedingung x < % passt. Das ist der Fall, denn 0 < 1

5.
Insgesamt folgt: L = {2, 0}. <

Achtung Es ist durchaus moglich, dass sich nach dem Auf-
I6sen der Gleichung ein Wert fiir x ergibt, der im gerade
betrachteten Fall gar nicht zuldssig ist. Dann miissen wir die-
se ,,Losung* verwerfen. <«

Beispiel
Wir bestimmen die Losungsmenge von
|x+ 1| =2x+ 5.
Wieder tiberlegen wir uns, wann der Term zwischen den
Betragsstrichen welches Vorzeichen hat:
Fall1: x+ 1> 0bzw. x > —1
Hier konnen wir die Betragsstriche einfach weglassen.
Aus unserer urspriinglichen Gleichung wird dann
x+1=2x+5
und daraus
—4 = x,

alsox = —4. Allerdings sind ja in diesem Fall nur x > —1
zuldssig, weshalb x = —4 keine Losung ist.
Fall2: x4+ 1 < Obzw.x < —1

Hier werden die Betragsstriche durch Klammern ersetzt,
und es wird ein Minuszeichen davor geschrieben. Aus un-
serer urspriinglichen Gleichung wird dann

—(+1)=2x+5
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und daraus :
—6 = 3x, )
—
also x = —2. In diesem Fall muss x < —1 gelten, und das
ist fiir x = —2 erfiillt.
Insgesamt folgt: L. = {—2}. |

Bei einer Betragsgleichung mit nur einem Betrag kann man
auch durch Quadrieren die Losung berechnen.

Beispiel

Wir betrachten nochmals die beiden Beispiele von oben:

1. Gesucht ist die Losung von:

2= 1= —x+1 |()?

= x—1)2=x-2x+1
= 4’ —dx+1=x"—2x+1
= 3x>—2x=0
= x-(Bx—-2)=
= x1:0,x2:%.

3

Da Quadrieren keine Aquivalenzumformung ist, miis-
sen wir auch hier die Probe machen:
Firx = Oist[2x— 1| = lund —x + 1 = 1, also
stimmen beide Seiten iiberein.
Fiirx = 2ist|2x—1| = |3 —1| = fund —x+1 = 1,
also geht auch hier die Probe auf.

2. Gesucht ist die Losung von

x+1]=2x4+5 |()?

(x4 1) = 4x* + 20x + 25
X4 2x+ 1 =4x> +20x + 25
0=73x+18x+24

X +6x+8=0
X1 :—2, x2:—4.

44444

Hier zeigt sich, dass die Probe unverzichtbar ist. Wir
haben namlich:

Firx = —2ist|x+ 1| = |I| = lund 2x+ 5 = 1, also
stimmen beide Seiten iiberein.

Firx = —4ist|x+ 1| =|—3| =3und2x+5 = -3,
also ist x = —4 keine Losung — aber das wussten wir
ja schon. <

Bei Gleichungen mit mehreren Betrédgen ist die Fallunterschei-
dung auf jeden Fall sinnvoll.
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Beispiel
Bestimmen Sie alle Losungen x € R der Gleichung
|[4x — 1| + [2x — 4| = 10.

Die Ausdriicke zwischen den Betragsstrichen dndern ihr
Vorzeichen bei x; = % und bei x, = 2. Demnach sind
drei Fille zu unterscheiden:

Fall1: x > 2
Dann gilt
[4x— 1|+ 2x—4| =10 4x—1+2x—4 =10
5
= 6x = 15alsox = o
d.h,L; = {3}.
Fall2: 1 <x<2
Dann gilt
[dx— 1|+ [2x—4| =10 4x—1—-2x+4 =10
7
>=7T=>x=—
2
=L, =0.
Fall3:x < 1

)
Dann gilt

[4x — 1| 4 |2x — 4]
= 6x = -5,

101 —-4x+4—-2x=10

also x = —%, d.h,L; = {—%}.

Insgesamt folgt: L =L, UL, ULL3 = {%, —%}. <

1.9 Losen von Ungleichungen

Ungleichungen treten bei praktischen Problemstellungen im
Alltag héufig auf, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel

Der Preis fiir den bezogenen elektrischen Strom besteht
aus einer monatlichen Grundgebiihr und einem variablen
Verbrauchsteil. Ein Elektrizitdtswerk bietet folgende Ta-
rife an:

Tarif 1:
Grundgebiihr 10 €, Preis pro kWh: 0.1 €

Tarif 2:
Grundgebiihr 15 €, Preis pro kWh: 0.09 €.

Fiir welche monatlichen Verbrauchsmengen ist Tarif 1
giinstiger als Tarif 2?

Es bezeichne x den Verbrauch in kWh pro Monat. Dann
erhalten wir die Kostenfunktionen

Ti(x) =104+ 0.1 -x, T>(x) =154 0.09-x.

Die Frage, fiir welche x die Beziehung 7 (x) < T»(x) gilt,
fiihrt auf die folgende Ungleichung, die wir nach x auflo-
sen:

10+0.1-x<154+0.09-x | —10,—0.09x
0.0l-x<5 |-100
x < 500.

Da der Stromverbrauch nie negativ werden kann, lautet
die Losungsmenge . = {x € R|0 < x < 500}. |

Zum Loésen von Ungleichungen gibt es, abhédngig vom Ausse-
hen der Ungleichung, verschiedene Techniken. Auch grafische
Verfahren (Mathematischer Hintergrund 1.2) konnen hier sinn-
voll eingesetzt werden.

Aquivalenzumformungen fiir Ungleichungen

Folgende Umformungen @ndern die Losungsmenge einer
Ungleichung nicht:

= Addition/Subtraktion des gleichen Terms auf beiden
Seiten der Gleichung

= Multiplikation der Ungleichung mit einem Faktor ¢ #
0:
¢ > 0: Ungleichungsrichtung bleibt bestehen.
¢ < 0: Ungleichungsrichtung dreht sich herum.

= Anwendung von streng monoton wachsenden Funktio-
nen (Abschn. 2.1) auf beide Seiten der Ungleichung
erhalten das Ungleichheitszeichen

= Anwendung von streng monoton fallenden Funktionen
(Abschn. 2.1) auf beide Seiten der Ungleichung drehen
das Ungleichheitszeichen um

Achtung Wird eine Ungleichung mit einer negativen Zahl
durchmultipliziert bzw. durchdividiert, so muss das Ungleich-
heitszeichen umgedreht werden! <

Fiir einfache, lineare Ungleichungen sind diese Umformngen
schon ausreichend, um die Losungsmenge zu bestimmen.



Beispiel
Wir wollen die Ungleichung
x+3<7—x

l6sen. Mithilfe von Aquivalenzumformungen ergibt sich

x+3<7—x | +x—7
& 2x—4<0 | +4
& 2x <4 | :2
= x <2,

und wir erhalten

L={xeR|x<2}

Als weiteres Beispiel wollen wir
200 —OF<35x%—13

l6sen. Mithilfe von Aquivalenzumformungen ergibt sich

2x—9 <5x—3 | —5x+9
& —3x<6 |1 (=3)
< x> -2
und damit
L={xeR|x>-2}. <
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Umformung ergibt nun x < 4. Nur die x, die gleichzeitig
x < Ound x < 4 erfiillen, gehoren zur Losungsmenge.
Deshalb ist L, = (—o0, 0).

Teil |

x = 0 16st die Ungleichung ebenfalls.

Somit erhalten wir L. = IL; U L, U {0} = (—00,0] U
4, 00). <

Quadratische Ungleichungen lassen sich oft
mithilfe einer Linearfaktorzerlegung lésen

Eine quadratische Ungleichung hat die Form

X 4+a-x+b<0 bzw. > 0.

Eine quadratische Ungleichung kann man 16sen, indem eine Li-
nearfaktorzerlegung von von x*> +a-x-+b bestimmt und ausnutzt,
dass das Produkt aus zwei Faktoren genau dann positiv ist, wenn
beide Faktoren dasselbe Vorzeichen haben, und negativ, wenn
sie unterschiedliche Vorzeichen haben.

Beispiel
Um die Losungsmenge von
¥ =3x—4>0

zu bestimmen, suchen wir zunichst die Nullstellen der

Wenn der Term, mit dem durchmultipliziert bzw. -dividiert wird,

von einer Variablen abhingt, miissen wir eine Fallunterschei- GreiEieien @lHgngs

dung vornehmen.
5 3 9 3 5
X =3x—4=0 = xjo==+,/-+4==-4=,
Beispiel 2 4 272

x-(x—3)>nx
Fall1: x > 0
Division durch x > 0 liefert
x—3>1.

Diese Ungleichung und dazu dquivalente Ungleichungen
sind nur giiltig, wenn x > 0 ist. Eine einfache weitere
Umformung liefert x > 4,d.h.,L; = [4, 00).

Fall 2: x < 0
Division durch x < 0 liefert

x—3<1.

Diese Ungleichung und dazu dquivalente Ungleichungen
sind nur giiltig, wenn x < O ist. Eine einfache weitere

d.h.,X1 = 4, Xy = —1.
Alsoistx> —3x—4 = (x—4) - (x+ 1).

Es gilt x> —3x—4 = (x—4) - (x + 1) > 0, wenn beide
Faktoren grofler oder beide Faktoren kleiner als O sind.

Im ersten Fall folgt x > 4 undx > —1,alsoL; = {x €
R|x > 4}.

Im zweiten Fall folgt x < 4 und x < —1, also L, = {x €
Rlx < —1}.

Insgesamt erhélt man

L=LUL,={xeR|x>4o0derx<—1}. =

Andere Moglichkeiten sind das grafische Losen (Mathema-
tischer Hintergrund 1.2), das Kenntnisse iiber Parabeln vor-
aussetzt und das Umschreiben in Betragsgleichungen, das wir
weiter unten beschreiben.
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1.2 Mathematischer Hintergrund: Grafisches Lésen von Ungleichungen

Anstatt eine Ungleichung streng formal mithilfe von Aqui-
valenzumformungen zu 16sen, kann man die linke und rechte
Seite einer Ungleichung auch als Funktionen (Kap. 2) in-
terpretieren und deren Funktionsgraphen zeichnen. Aus der
grafischen Darstellung kann man, ggf. nach einer Berech-
nung von Schnittpunkten oder Nullstellen, die Losung der
Ungleichung ermitteln.

Die Ungleichung
x+3<7—x

aus dem ersten Beispiel konnen wir auch grafisch 16sen.

Abb. 1.8 Zur grafischen Losung der Ungleichung x +3 <7 —x

Wir zeichnen die Geraden y = x+3 undy = 7—x (Abb. 1.8).
Die Ungleichung x + 3 < 7 — x kdnnen wir nun interpretie-
ren als die Frage, fiir welche x der Graph von x 4 3 unterhalb
des Graphen von 7 — x liegt. Antwort aus der Zeichnung: fiir
x < 2, dort in Rot dargestellt.

Bei quadratischen Ungleichungen ist das grafische Verfahren
eine gute Alternative zum formalen Losen.

Um die Losungsmenge von
P +2x-3<0

zu bestimmen, zeichnen wir die Funktion y(x) = x> +2x—3
auf der linken Seite (Abb. 1.9).

Abb. 1.9 Zur grafischen Losung der quadratischen Ungleichung
¥ 4+2x-3<0

Die Ungleichung beschreibt gerade die Punkte der x-Achse,
fiir die der Funktionsgraph unterhalb der x-Achse liegt. Dies
istdie Menge L = {x e R|-3 <x < 1}.

Um die quadratische Ungleichung

¥ —=3x—4>0
zu 16sen, zeichnen wir die Funktion y(x) = x> — 3x — 4
(Abb. 1.10).
y
3
2
1
4 -3 2 - 5 6 7%

Abb. 1.10 Zur grafischen Losung der quadratischen Ungleichung
¥ —3x—4>0

Die Ungleichung beschreibt gerade die Punkte der x-Achse,
fiir die der Funktionsgraph oberhalb der x-Achse liegt, also
L ={xeR|x<—1oderx > 4}.




Bei einer quadratischen Ungleichung kann die Losungsmenge
LL aus

einem endlichen Intervall,

der Vereinigung zweier Halbgeraden,
der Menge der reellen Zahlen R oder
der leeren Menge 0

bestehen.

Bei rationalen Ungleichungen sind
Fallunterscheidungen erforderlich

Bei rationalen Ungleichungen mochte man gerne mit dem
Hauptnenner multiplizieren. Dabei muss man das Vorzeichen
des Hauptnenners beachten. Da dies von der Variablen abhin-
gen kann, arbeitet man mit Fallunterscheidungen.

Wir bestimmen die Losungsmenge von

!
Lo rer\{1.

x—1

Der Hauptnenner ist x — 1. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall1: x—1>0,d.h.,x> 1

x+1<2-(x—1) = 0<x-3

= x>3 = L;={x>3}

Fall2: x—1<0,d.h,x< 1

x+1>2-x—-1) = 0=>x-3

= x<3 = L,={x<l1}

Insgesamt folgt: L. = Ly UL, = {x € R|x < 1 oder x > 3}.

Ungleichungen mit Betragen schreibt man
zuerst betragsfrei

Bei Ungleichungen mit Betrédgen sind zur Auflosung der Betri-
ge Fallunterscheidungen durchzufiihren:

1. Wir suchen die Losung von |x — 3| < 5. Der Term x — 3 hat
eine Nullstelle bei x = 3 und dndert dort auch sein Vorzei-
chen. Wir unterscheiden also zwei Fille:

Fall1: x —3 >0, alsox >3

In diesem Fall ist der Term im Betrag positiv, und wir kénnen

die Betragsstriche weglassen:
x—3<5, also x<8.

Da in diesem Fall x > 3 sein muss, erhalten wir als Losungs-

menge das Intervall [3, 8).

. Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung
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Fall2: x —3 < 0,alsox < 3
Hier ist nun der Term im Betrag negativ, und wir miissen ein
Minuszeichen davorschreiben:

Teil |

—(x—3) <5, also —x<2 unddamit x> —2.

Somit haben wir hier als Losungsmenge das Intervall
(—2,3).

Die Losungsmenge ergibt sich nun durch Vereinigung der
beiden Teillosungsmengen zu (—2, 8).

|lx—1] > 3.

Fall1: x—1>0,d. h.,x>1
Hier gilt
x—1>3 = x>4

Fall2: x— 1 <0,d.h.,x <1
Hier gilt

—x+1>3 = =-2>nx

Insgesamt folgt: L = {x € R|x < —2 oder x > 4}.

. Wir suchen die Lésungsmenge der Ungleichung

Bx—1|—|x| <2.

Falls der Ausdruck zwischen den Betragsstrichen gleich 0
wird, treffen wir auf eine Fallgrenze. Somit sind drei Fille
zu unterscheiden:

Fall1: x <0

Hier gilt

Bx—1]—x] = —Gx—1) = (—x) = —2x + 1.

Die Ungleichung lautet
1
“2x+1<2s -1 §2x¢>x2—5.

Wir erhalten IL; = [—%, 0).
Fall2: 0 <x <1
Hier ist

Bx—1—|x| =—0Bx—1)—x=—4x+ 1.

Die Ungleichung lautet
1
—4x+1<2<& —1 §4x¢>x2—1.

Wir erhalten L, = [0, %]
Fall 3: x > }
Hier gilt

Bx—1|—|x|=3x—1—-x=2x—1.

Die Ungleichung lautet

3
2x—1§2<:)2x§3<:)x§§.

Wir erhalten L3 = (%, % .

Insgesamt folgt: L =L, UL, ULL; = [_%, %].
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4. Wir suchen die Losungsmenge der Ungleichung
(x—1)% < |xl.
Fall1: x>0
()c—l)2 <x&eX-2x+l<xexr-3x+1<0.

Nullstellen des Polynoms:

M2ESENy T T

bzw.x; =2.62...undx, = 0.38...
Damit folgt:

3 5 3 5
— £ x—=+ i f 0'
2 2 2 2
Dies ist der Fall, wenn ein Faktor gro3er und der andere Fak-
tor kleiner O ist.

+

N W
|G

Fall la: x> 3+ % undx < § — %3 Es folgt L = 0.
Fall 1b: x <2 4+ Bundx >3 -5,
Esfolgt:]L:{x|%—§§x§%+§}_

Fall2: x <0

(x—l)zf—x©x2—2x+1§—x©x

& ! 2—|—3<0
X ) 7= .
————

>0

Diese Ungleichung besitzt keine reelle Losung. Es folgt:
L =4

Insgesamt folgt: L = {x| 2 % <x=<3+ %}

Quadratische Ungleichungen kann man mit quadratischer Er-
ginzung in Betragsgleichungen umschreiben und dann die hier
beschriebenen Verfahren anwenden.

Beispiel

1. Wir wollen die Losungsmenge von

¥ +2x-3<0
bestimmen. Quadratische Ergénzung liefert
PH+u+1-3<1 & @x+1)* <4
Sx+1]<2 & 2<x+1<2

& 3<x<l,

alsoL = {x e R| —3 <x < 1} (Abb. 1.9).
2. Wir wollen die Losungsmenge von

¥ +2x-3>0
bestimmen. Quadratische Ergénzung liefert

x+1)>=>4

x < —3oderx>1,

C2H+2x+1-3>1 <
&S x+1=2 <

alsoL = {x € R|x < —3 oderx > 1}. <

1.10 Reelle Punktmengen

Definition: Beschranktheit einer Menge reeller Zahlen

Es sei D C R eine Teilmenge reeller Zahlen. Man nennt
D nach oben bzw. nach unten beschrankt, wenn es eine
Zahl K € R gibt, sodass
bzw. fiir alle x € D.

x <K x> K

Man nennt K eine obere bzw. untere Schranke von D.

Die Menge D heilit beschrinkt, wenn D sowohl nach
oben als auch nach unten beschrinkt ist, wenn es also ein
K, € R und ein K, € R gibt, mit

K, <x <K, fiir alle x € D.

Ist eine Menge D C R beschrinkt, so ist dies gleichbedeutend
damit, dass ein M > 0 existiert, mit der Eigenschaft

x| <M fiir alle x € D.
Intervalle illustrieren auf besonders anschauliche Weise be-

schrinkte bzw. teilweise beschrinkte Mengen reeller Zahlen. So
stellt das rechtsoffene Intervall

D:=[-1,2)

eine beschriankte Menge dar, die nach oben beispielsweise durch
3 und nach unten beispielsweise durch —2 beschrinkt ist. Die
Grenzen stellen ebenfalls Schranken dar. So ist —1 die grofBite
untere Schranke, wihrend 2 die kleinste obere Schranke repra-
sentiert. Die Menge

D:=[-1,1]U[5.10]

ist ebenfalls sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt.
Jede Zahl K; > 10 stellt eine obere Schranke und jede Zahl

K>, < —1 eine untere Schranke fiir D dar.

Das Intervall
D := (—o0, 1)

ist nicht nach unten beschrinkt, jedoch nach oben durch K > 1.
Damit ist D insgesamt nicht beschrinkt. Gibt es, auller der ge-
samten Menge R, iiberhaupt Mengen, die weder nach oben noch
nach unten beschrinkt sind? Betrachtet man beispielsweise die
Menge der irrationalen Zahlen

D:=R\Q,

so stellt man fest, dass es kein K € R mit x < K oder x >
K fiir alle x € D gilt. Diese Menge ist damit, ebenso wie die
Menge Q der rationalen Zahlen, weder nach oben noch nach
unten beschrinkt.

Die Beschrinktheitsbegriffe lassen sich nicht nur auf Intervalle
anwenden, sondern auch auf andere Mengen reeller Zahlen.



Diskrete Mengen sind abzahlbar

Bei der Menge
D:={l|neN}

handelt es sich um eine diskrete Menge, die zwar unendlich
viele Elemente aufweist, die sich aber im Gegensatz zu den
Elementen von Intervallen durchnummerieren lassen. Eine der-
artige Menge nennt man auch abzéhlbar.

Auch die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar, da jede
rationale Zahl g eine Darstellung ¢ = = mit n,m € 7Z und
m # 0 besitzt. Die Zahl g konnte daher mit der zusammenge-
setzten Zahl (n,m) € 7Z x 7Z nummeriert werden.

Man macht sich unmittelbar klar, dass fiir alle x € D

1 1
x<-=1, x=->0
1 n
gilt, da n € N. Die kleinste obere Schranke von D ist demnach

1, wihrend 0O die grof3te untere Schranke von D ist.

Achtung Die Elemente von D = {1 |n € N} hiufen sich bei
x = 0, denn in jeder noch so kleinen Umgebung von x = 0
liegen unendlich viele Elemente von D. Man spricht von einem
Hiufungspunkt von D. Bei vielen Autoren wird der Begriff
der diskreten Menge etwas enger gefasst: Dort sind bei einer
diskreten Menge Hiaufungspunkte ausgeschlossen. <

Supremum und Infimum bezeichnen die kleinste
obere und die groBte untere Schranke einer
Menge

Der Begriff der kleinsten oberen Schranke und der grofiten un-
teren Schranke fiihrt auf die Definition des Supremums bzw.
Infimums einer Menge reeller Zahlen.

Definition: Infimum, Supremum, Minimum und Maxi-
mum

Es sei D C R eine Menge reeller Zahlen.

= FEine reelle Zahl K heifit Supremum oder kleinste obe-
re Schranke der Menge D, falls

x <K firallexe D

und K — ¢ fiir alle & > 0 keine obere Schranke mehr ist.
In diesem Fall wird mit sup D = K das Supremum von
D bezeichnet.

= Eine reelle Zahl K heifit Infimum oder grofite untere
Schranke der Menge D, falls

x> K firallexe D

und K + ¢ fiir alle &€ > 0 keine untere Schranke mehr
ist. In diesem Fall wird mit inf D = K das Infimum von
D bezeichnet.

1.10 Reelle Punktmengen

Existiert das Supremum bzw. das Infimum einer Menge D,
so braucht es nicht notwendig in der Menge D zu liegen.
Falls dies aber der Fall ist, spricht man vom Maximum
bzw. Minimum von D:

= Das Supremum einer Menge D heifit Maximum von D
und wird mit max D bezeichnet, falls sup D € D.

= Das Infimum einer Menge D hei3t Minimum von D
und wird mit min D bezeichnet, falls inf D € D.

Veranschaulichung von Supremum und Infimum

Die folgenden Beispiele veranschaulichen diese Definiti-
on:

1. Esseia < b. Dann gilt

sup(a,b) = b

inf(a,b) = a
(a, b) besitzt kein Maximum

supla, b] = b,
infla, b] = a,
max|[a, b] = b,

min[a, b] = a, (a, b) besitzt kein Minimum.

2. Essei .
D = {— |ne N},
n
dann gilt

supD =1 = max D,
inf D = 0, das Minimum von D existiert nicht.

3. Essei .
D= %1——|nGN},
n
dann gilt

sup D = 1, das Maximum von D existiert nicht,
infD =0 = minD.

4. Etwas schwieriger ist der Sachverhalt bei der folgen-
den Menge zu beurteilen. Es sei

2
D:{x:;—n|neNo}
B 02_01 4_, 916 _ 2536
Tl20 274 U816 32764

dann gilt

9
supD = 3= maxD, infD =0=minD. <«

Wichtig und niitzlich ist bei der Betrachtung von Teilmengen
reeller Zahlen in diesem Zusammenhang das folgende Ergebnis:
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Satz: Existenz des Supremums und des Infimums

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge D C R
besitzt ein Supremum, also eine kleinste obere Schranke.
Jede nichtleere nach unten beschridnkte Teilmenge D C R
besitzt ein Infimum, also eine grofte untere Schranke.

Wir werden diesen Satz spiter in der Hintergrundbox 4.2 mithil-
fe einer charakteristischen Eigenschaft der reellen Zahlen, der
sog. Vollstindigkeit, nachweisen.

Aufgaben

1.1 Fiihren Sie die Elemente der folgenden Mengen explizit
auf:
a) My = {x e No|0 <x <9}

by M, = {2k+ 1€ Ny|0 < kundk <9}
) M; ={xeM;|x<5oderx>17}

1.2 Skizzieren Sie die folgenden Mengen auf der Zahlenge-
raden:
Ay M, ={xeNy||lx—2| <2}

DM, ={xeR|jx+2| <2}
OM;={xeR|xX¥*+2x+1<1}

DM, ={xeR| —2x<x+1<3x-—2}
e) Ms = {x € R|es gibt g € [-2,0) : ¢* = x}

1.3 Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:

a) x <2x

b) = >2

0 % >2

d) 2 <0

)X —2x<0

f) %xe(x—l—Z)—x2
9 X (x+1) <

h) @ +2)(x—1)>0

1.4  Bestimmen Sie alle x € R mit:
a)2x+ 1| —|x=3] <2
[x—1]

b) ey < 1

1.5  Beweisen Sie, dass fiir alle x,a € R \ {0} gilt:
. x>1loderx <0, falls a>0
- <a<=
X

x>lundx <0, falls a<0

sowie

x<%undx>0, falls a>0

1
- > a4+
X

x<%0derx>0, falls a<O

1.6

a) Berechnen Sie die Dezimaldarstellung von x = %
b) Stellen Sie x = 0.278 und y = 0.15 als gekiirzten Bruch dar.
¢) Schreiben Sie die Ausdriicke als gekiirzten Bruch auf:

7 5 7
X1=—-+-—-, Xp=_--

9 11 9

7
., X3= —
T

W
AW

d) Vereinfachen Sie soweit moglich:
o x+3 -9 5x* — 35x
X) = _— N N = -
“ 17 4 2T 2+ ) -(—7)

1.7  Die Kapazitit eines Kondensators mit der Plattenfliche
A, dem Plattenabstand d und der elektrischen Feldkonstante &
ist

A
Ca = SOE .
Nach Einbringen einer Isolierplatte der Dicke d; mit der Permit-
tivititszahl e, ist die Kapazitit

Cyp = d; d—d; *

oA goA

Stellen Sie das Verhiltnis der beiden Kapazititen

1
., a4
Cb £0erA + £0A

C. A
Ca 80 E

ohne Doppelbriiche, d. h., mit nur einem Bruchstrich, dar.
1.8

a) Berechnen Sie ohne Verwendung des Taschenrechners
y = /32.

b) Vereinfachen Sie den Ausdruck

o) = 2 (x+1)12
2(x) = 2 1)8
soweit moglich.
! nach g um.

¢) Stellen Sie die Formel 7' = 27 :

d) Es sei r der Radius einer Kugel. Das Volumen der Kugel ist
V = %r3n. Schreiben Sie die Formel in Abhingigkeit des
Durchmessers der Kugel d = 2r.

X =643,
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1.9 1.11  Bestimmen Sie die Losungsmenge der Wurzelgleichun-

a) Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r betrigt V = gen: —
%r3n. Wie gro3 muss der Radius mindestens sein, wenn das  a) +/x + 1 = x ﬁ
Kugelvolumen mehr als 1 m? betrigt? byx—2=x

b) Fiir welche x € R gilt |x — 7| < 5? O)Vx—1l+Vx+1=2

¢) Fiir welche y € R gilt |6y + 3| > 5?
1.12 Bestimmen Sie die Losungsmenge der Exponential-

1.10 bzw. Logarithmusgleichungen:

a) Berechnen Sie log,(10).
b) Fiir welche x gilt 1g((4x)?) = 5?

¢) Schreiben Sie den Ausdruck y = x** in der Formy = ¢/, b) 4™ = 64
c)eF—2e"—3=0

5
a) log;o(x) = 3
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